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1. Die Schwingungsgleichung

1.1. Einleitung

Bevor wir uns mit Separationslosungen partieller Differentialgleichungen befassen, wollen wir zuerst
allgemeine Fourierreihen untersuchen. Wir werden uns dabei mit Entwicklungen nach Eigenfunktionen
der Schwingungsgleichung und im allgemeinen mit Sturm-Liouville Randwertproblemen befassen. Fiir
solche Entwicklungen werde ich eine Theorie angeben, die die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen und

die gleichméige Konvergenz der entstehenden Fourierreihen zeigt.

Wir werden bei der Schwingungsgleichung mit allgemein formulierten Randbedingungen alle Be-
hauptungen explizit nachrechnen. Bei der Verallgemeinerung, namlich den Sturm-Liouville Randwert-
problemen, werden wir zwar eine vollstdndige Theorie angeben, diese jedoch nicht in jedem Detail
nachvollziehen, sondern uns mit Literaturverweisen begniigen. Die Schwingungsgleichung wollen wir
deshalb so genau untersuchen, da man bei ihr die Eigenfunktionen sehr gut beherrscht und da Entwick-
lungen nach Eigenfunktionen der Schwingungsgleichung bei Separationslésungen partieller Differential-
gleichungen oft auftreten werden. Durch die genaue Kenntnis der Eigenfunktionen werden sich manche
Beweise verkiirzen, andere jedoch werden gleich bleiben, weshalb ich diese auch in der allgemeinen Form

angeben und beweisen werde.

Als eigentliches Ziel werden wir mit Hilfe der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarzschen Ungleichung
(CBS-Ungl.) eine gleichméige Fehlerabschitzung fir den Reihenrest angeben. Hat man Sturm-
Liouville Randwertprobleme explizit zu l6sen, so wird man oft auf numerische Methoden zuriickgreifen
miissen, um die auftretenden Integrale, Eigenfunktionen und Eigenwerte zu berechnen. Damit wer-
den aus den angegebenen Fehlerabschitzungen Fehlerschéitzungen, die jedoch bei sorgfiltiger Wahl der

numerischen Methoden immer noch wertvolle Dienste leisten werden.

1.2. Die Schwingungsgleichung

Definition 1.1.

Das Randwertproblem der Schwingungsgleichung auf dem beschrankten Intervall (0,L), L > 0 ist

gegeben durch die Differentialgleichung

" +Xp=0, z€(0,L). (1.2-1)

1=
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zusammen mit den linearen Randbedingungen

ag(0) + 5¢'(0) =0, (a,B) # 0;

(1.2-2)
(L) 4 6¢' (L) =0, (v,68) # 0.

Die Bedingungen (a, ) # 0 und (v,0) # 0 garantieren, da iiberhaupt Randbedingungen auftreten.

Nach Multiplikation mit einer geeigneten Konstanten, konnen wir uns auf die Normierung

B =0, dann a = 1;
B,0 € {0,1}, und falls (1.2-3)
0 =0, dann y = 1.

beschrianken, die wir im folgenden konsequent verwenden werden. Um uns Schreibarbeit zu sparen,

fithren wir noch die Wurzel der Eigenwerte ein.

n= V. (1.2-4)

Um den Zusammenhang mit den wahren Eigenwerten hervorzuheben wollen wir diese Zahlen u auch

Eigenwerte nennen.

Nun kénnen wir zur Konstruktion der Losungen iibergehen. Die allgemeine Losung der Differential-

gleichung ¢" + A\¢ =0 kann man in der Form

Acosh px + Bsinh uyz, falls A < 0;
¢(z) =< A+ Bz, falls A = 0;
A cos px + B sin ux, falls A > 0.

schreiben. Setzt man diese Losung in die linke Randbedingung ein, so erhélt man

aA+ BuB, falls yu > 0;

0:a¢(0)+5¢'(0):{ aA + 3B falls u = 0.

Im Fall =0 erhalten wir A =0, da ja laut Normierung o =1 gilt. Somit erhalten wir

sinh pz, falls A < 0;
p(r)=A-¢ =z, falls A = 0;
sin ux, falls A > 0.

Ist B #0, soist laut Normierung 8 =1 und daher B = —aA/u bzw. B = —aA. Also:

asinh pz — pcosh ux, falls A < 0;
oy =A-¢ ax—1, falls A = 0;
asin px — pcos ux, falls A > 0.

Diese zwei Félle lassen sich einheitlich schreiben; wir fassen sie im folgenden Satz zusammen.

Satz 1.1.
Die Losung der Differentialgleichung ¢" + A¢ = 0 mit der Randbedingung a¢(0) + 3¢'(0) =0 ist
gegeben durch

asinh px — S cosh pz, falls A < 0;
o) =A-Q axr —p, falls A = 0; (1.2-5)
asin ux — B cos ux, falls A > 0.

_9_
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wobei p = +/|A| zu setzen ist.

Wir werden uns im folgenden auf die Normierung A = 1 beschrinken. Mit Hilfe der rechten

Randbedingung stellen wir die Gleichungen fiir die Wurzeln der Eigenwerte p auf. Es ist

asinh pL — B cosh uL aptcosh uL — Bu? sinh pL
0=1"¢(L)+d6¢' (L) =~ al.—j8 +6 a
asin pL — B cos pL ajcos pL + Bu? sin puL

Daraus erhalten wir

Satz 1.2.

Die Schwingungsgleichung ¢" + A¢ = 0 mit linearen Randbedingungen hat, falls die folgende Gle-
ichung fiir p = +/|\| erfiillt ist, die in Satz 1.1 angegebene Losung.

(ay — Bop?) sinh uL + (ad — By)pucosh uL = 0, falls A <0, pu=+v-X\
ad — By + ayL =0, falls A\ =0, u=0; (1.2-6)
(ay + Bop?) sin uL + (ad — By)pcos uL = 0, falls A > 0, =\

Definition 1.2.

Gilt fiir lineare Randbedingungen einer der vier nachfolgenden Félle

(1) B=0undd=0;
(2) B=0,8#0und /6> 0;
(1.2-7)
(3) B#0,0=0unda/B <0;
(4) B#0,6#0,a/8<0und~vy/§>0.

so nennen wir sie physikalische Randbedingungen.

Die Namensgebung deutet schon auf den Zusammenhang zu physikalisch sinnvoll gestellten Prob-
lemen hin. Etwas deutlicher kann man dies schon aus folgendem Satz entnehmen, da ja negative

Eigenwerte exponentiell anwachsenden Losungen entsprechen.
Satz 1.3.
Die Schwingungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen hat nur nichtnegative Eigenwerte.
Zum Beweis dieses Satzes verweise ich auf die nachfolgende Diskussion der Eigenwerte. Wir wer-
den diesen Satz im néichsten Kapitel fiir allgemeine Sturm-Liouville Randwertprobleme beweisen. Zu

erwahnen ist noch, da die physikalischen Randbedingungen bei partiellen Differentialgleichungen gerade

den Dirichlet-, Neumann-, gemischten Dirichlet-Neumann und den Robin-Randbedingungen entsprechen |}
Wir wenden uns nun der genaueren Diskussion der Gleichungen (1.2-6) zu. Als erstes betrachten
wir die Gleichung fiir die negativen Eigenwerte.
(ay — Bép?) sinh L + (a6 — By)pcosh ul =0, > 0,\ = —p?.
Ist ad — By =0, so ist (ay — Bdpu?)sinhuL = 0 zu lésen. Unter der Voraussetzung ad — 3y = 0
erhalten wir durch Fallunterscheidung

1, falls 86 = 0;

— B6u’ =
a7 = Bou {aQ—;ﬂ, falls s =6 =1.

- 3-
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Wegen pL > 0 erhalten wir genau dann eine Lésung p > 0, falls S =90 =1 und a = # 0, namlich
i = +|a| . Bei physikalischen Randbedingungen tritt daher keine Losung auf. Fir ad — 8y # 0 haben

wir
ay = Bop’
thyul = ——————.
WO = s =y
Wir suchen also die Nullstellen der Funktion f(z) =a — bz? + xzcothz = 0 fiir positive Werte von z,
wobei
ayL Bé
a=———--, b= ————, und x = pL. 1.2-8
e (@5 - 7L g (129

zu setzen ist. Thre Ableitung lautet

sinh x coshx —
f’(l‘) = —2bx + % =: —2bx + g(a:)

Fiir die Funktion ¢ gilt

hz —sinhz

Hg) = 2. £COS ;

9@ sinh®

(@) =2- 3sinhz coshx —4x — 2z cosh® _.o. .h(i) '
sinh® z sinh™ z

Esist h(0) =0 und A'/(z) =4sinhz(sinh z — 2 coshz) < 0, da man durch Einsetzen der Potenzreihen

fir sinh und cosh

oo

sinhx — zcoshx = — E
k=1

2k 2k+1

—_ fall .
kL 1) x <0, fallsz >0
erhélt. Deshalb ist Va > 0, h(x) < 0 und somit auch ¢"(x) <0, d.h.: ¢ ist streng konkav, weshalb
die Gerade 2bx die Funktion g(x) hochstens an zwei Punkten treffen kann. Mit Hilfe der Regel von

I’Hospital erhalten wir weiters

. ~ cosh?z +sinh?z — 1 . sinhz
lim g(z) = lim =

im =0.
z\0 2\0 2sinh x cosh © 20 cosh x

d.h.: fir z > 0 gibt es hochstens einen Schnittpunkt. Wir haben damit: f’ hat in > 0 hochstens
eine Nullstelle. Hétte nun f mehr als zwei Nullstellen, so ergibe der Satz von Rolle, da f’ mehr
als eine Nullstelle hitte, was einen Widerspruch darstellt. Wir haben gefunden, da f hdchstens zwei
positive Nullstellen hat, d.h. da es hochstens zwei negative Eigenwerte gibt. Andererseits hat f fiir
a= -2, b=0.1 je eine Nullstelle in den Intervallen [2.7,2.8] und [7.2,7.3]. Es konnen also im

allgemeinen Fall auch tatséchlich zwei negative Eigenwerte auftreten.

Speziell bei physikalischen Randbedingungen erhilt man, falls ad — 8y # 0 ist, mit Definition 1.2,
da @ >0 und b < 0 ist. Da nun mit /() = sinhazcoshz —z, 1(0) = 0, I'(z) = 2sinh>2 > 0
und somit Va > 0, I(z) > 0 gilt, haben wir g(x) > 0 und —2bz > 0 also f'(z) > 0, soferne nur
x >0 ist. Esist f streng monoton steigend und daher f(z) > f(0) =a+ 1 > 0. Bei physikalischen
Randbedingungen hat f keine Nullstelle, was gerade die Aussage des Satzes 1.3 darstellt.

Die zweite Gleichung

ad —fBy+ayL =0, p=0,X=0.

4
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ist genau dann erfiillt, falls a =4 =0 oder a #0# v und L = —(ad — Bv)/(ay) ist.

Die dritte Gleichung erfordert wieder etwas mehr Sorgfalt.
(y + Bop?) sin L + (d — By)pcos ul =0, p > 0, = p°.

Im Fall aé— 3y =0 haben wir (ay+ #du?)sinuL = 0 zu 16sen. Unter der Voraussetzung ad — v = 0
erhalten wir wie oben
1, falls g6 = 0;

+ Bop? =
oy + Fop {a2+u2, falls B =6 = 1.

Es ist ay+ 36u® > 0 fiir ad — By =0 und damit sinul =0, d.h.: p=nn/L. Im Fall ad — By #0
haben wir

ay + Bop’

tul = — .
WO = T =

Wir betrachten in Analogie zu oben die Funktion f(x) =a + bx?> + zcotx, a,b,x wie in (1.2-8). Es
gilt
1+ a, fallsn=0;
li = d li = —00, eN.
z{‘rg”f(a:) { 400, fallsn € N. . I}rgﬁf(x) 0

Da die Funktion f in jedem offenen Intervall (nm,(n + 1)m) stetig ist, haben wir: f hat in jedem
Intervall (nm,(n + 1)7), n € N mindestens eine Nullstelle; falls @ > —1 gilt, so liegt auch in (0,7)
mindestens eine Nullstelle von f. Mithin existieren also unendlich viele Eigenwerte fiir die Schwingungs-

gleichung.

Weiters gilt fiir die Ableitung von f

sinxcosr — x

sin’

f(x) = 20z + =: 2bx — g(x).

Fiir die Funktion [(z) = x — sinazcosz haben wir [(0) = 0, I'(z) = 2sin’z > 0, also I(z) > 0
falls > 0. Damit ist f'(z) < 0, falls 2 > 0 und b < 0. Fir b < 0 hat f in jedem Intervall
(nm,(n 4+ 1)7), n € Nog hochstens eine Nullstelle. Speziell bei physikalischen Randbedingungen hat
man ¢ > 0 und b < 0. Es tritt also in jedem Intervall (nm,(n + 1)), n € Ny genau eine Nullstelle

von f auf.

Weiters wollen wir die maximale Anzahl der Nullstellen abschétzen. Laut obiger Uberlegung ist 1
eine positive, monoton steigende Funktion. Da sin?z in jedem Intervall (nm,(n + 1)7) konkav und
positiv ist, ist dort 1/sin®z konvex und g(x) = I(x)/sin? 2 ebenfalls konvex. Es hat daher die Gerade
2bz mit ¢ in jedem Intervall (nm, (n+ 1)7) hochstens 2 Schnittpunkte. f' hat héchstens 2 und, gemé
dem Satz von Rolle, f hochstens 3 Nullstellen. Speziell bei @ = —20 und b = 1 hat man je eine
Nullstelle in [3.6,3.7], [4.1,4.2] und [5.9,6.0]; es kann also im allgemeinen keine bessere Aussage

erzielt werden. Zusammenfassend haben wir
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Satz 1.4.

Die Schwingungsgleichung mit linearen Randbedingungen hat folgende Eigenschaften

(1) Es gibt hochstens 2 negative Eigenwerte.

ad —py .

— 1
ay

(2) 0 ist genau dann Eigenwert, falls a« =~y =0 oder « #0# v und L = — st.

(3) Es gibt unendlich viele, positive Eigenwerte, wobei in jedem Intervall

[nm/L,(n+ 1)7/L], n € N mindestens ein Eigenwert liegt.

(4) Die Anzahl der Eigenwerte pro Intervall [nw/L,(n+ 1)m/L], n € Ny ist

héchstens gleich 3.

(5) (1)—(4) ergeben, da es genau abzahlbar viele Eigenwerte gibt.

-6 -
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Speziell fiir physikalische Randbedingungen gilt:

(6) Es gibt abzéahlbar viele Eigenwerte, die alle nichtnegativ sind.
(7) Fiir ad — py =0 gilt p,, =nnw/L, n € N.
Falls a = v = 0 ist, so ist auch 0 ein Eigenwert.

(8) Bei ad — 3y # 0 gilt fiir den n-ten Eigenwert (n — 1)7/L < p, < nw/L,n € N.
Bevor wir uns allgemeinen Sturm-Liouville-Problemen zuwenden, wollen wir ein paar Eigenschaften

obiger Eigenfunktionen festhalten. Zuerst die asymptotischen Werte fiir die Eigenwerte

Satz 1.5.

Ist ad — By #0, s =sign(ad — fvy) € {£1}, so ergibt sich asymptotisch fiir die Eigenwerte

"f”, falls 88 > 0;
1I\m
o~ _yr — 0. 1.2-
I (n 2) T falls 36 = 0; (1.2-9)
(n — 1)%, falls s34 < 0.

Ist ad — By =0, so gilt exakt p, =nn/L.
Zum Beweis mu man nur die Gleichung (1.2-6) etwas umschreiben

ary + Bop? a
cotpl = —LOFPN @y —pul.
(ad — By)p nL .

Als néchsten Schritt wollen wir zu (1.2-6) dquivalente Gleichungen fiir die Eigenwerte aufstellen. Dazu
beweisen wir zuerst folgenden Hilfsatz
Hilfsatz 1.1.

Fiir zwei Zahlen a,b mit a®> + b* > 0 gilt die Gleichung
asinx + bcosz = 0.

genau dann, wenn fiir ein n € Z die folgenden zwei Gleichungen erfiillt sind.

b a
sinz = (—1)"" ——, cost = (—1)" ——. 1.2-10
=1 Va2 + b2 (=D Va2 + b2 ( )
Wegen w = Va2 + b2 > 0 folgt mit u =a/w und v =>b/w, da u?+v? =1 ist. Es existiert daher

ein ¥ € [0,27), soda v =cos? und v =sind gilt. Damit erhélt man

0 cosx = cos¥sin x + sin ¥ cos x = sin(z + ).

a . b
= ———s¢siner+ ———
Va? +b? va? +b?
Daher ist fiir ein n € Z, x =nm —1.

b

a

sinz = sin(nt — ) = (—=1)"" sind = (-1)"*!

cosx = cos(nm —9) = (=1)" cos ¥ = (—1)"
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Hilfsatz 1.2.

Die dritte Gleichung von (1.2-6) ist dquivalent zu

. ot (b — By)u
sinpL = (-1) V@2 +32p2) (2 + 6%2)

. (1.2-11)
COS/JL:(_l)n' ay + Bop

V@ PR )
Wir haben laut Gleichung (1.2-6) a = ay + #du? und b= (ad — )i, also
a® + b = (ay + Bp*)* + (a0 — 7)1 = (o + B*p?) (> + 8°4%) > 0.

Wir wollen nun die L2-Norm der Eigenfunktionen ¢(x) = asinux — Sucospz, A > 0 berechnen. Fiir

sie gilt
t 2
llol? :/ (asin pz — B cos px)” dx
0
= (a® + *1?) g - i ((a2 — B%p?) sin pL cos pL + 2B sin® ,uL),

Mit Hilfe obigen Hilfsatzes erhalten wir

L ad — By
2

2 (2 2 2
lloll” = (O‘ + 5 :“) + 2(a2 + B2u2) (12 + 0212

(0 = 970%) (o + 5312°) = 205(a8 = ).
und nach kurzer Rechnung

(o = B*p?) (ay + Bop®) = 2aB(ad — y)u? = (o + B*p?) (ary — Bop?).
Damit ergibt sich folgender Satz

Satz 1.6.

Fiir die L?-Norm der Eigenfunktionen ¢, (z) = asin i,z — B cos pn , ergibt sich

L 2
: 2 L (a0 —By)(ay = Bous,)
IenlF" = /0 (0xsin ine = Bpin o8 )" e = (0 + B%3) 5 4 =5 5 (212
Satz 1.7.
Mit
1, bei phys. Rb. oder ad — v = 0;
FIN)=f(N;o.8,7,0) = | (@6 —By)ay = Bouyy)
(@2 + B2uR ) (2 + 82y )L '
(1.2-13)
ilt f(N) € (0,1] und Vn € N mit n > N gelten die Ungleichungen
& g & g
L &2 (x) 2
bull> > (@ + B2u2) = f(N), und n < . 1.2-14
loull® > (02 + 322) 5 F(V) < oL (12-14)
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Es ist
2 _ (.2 5 oy L (b — By)(ay — ﬂ(sﬂi)
lénll” = (0‘ + 8 Nn) 5 <1+ (@2 + B2p2) (72 +52H%)L).
Wegen
(ad — By)(ay + Bop”) =6 (a® + °p?) — aB(v” + 6°17).
folgt mit

Y0 B af
(V2 +023)L (a®+ B2 )L

gn)=1+
da [|on|]* = (a® 4+ B2uZ)Lg(n)/2 gilt.

Bei physikalischen Randbedingungen erhilt man fiir ¢

B, lag
P+ @)L " @+ Pl

gn)=1+

Nach Satz 1.4 bilden die Eigenwerte eine streng monoton gegen +oo anwachsende Folge, weshalb die

Funktion g(n) fir n — oo streng monoton gegen 1 fallt. Also

g(n) >1, und lim g(n) =1.

n—oo

weshalb f(N) = 1 gesetzt werden kann. Bei ad — 3y = 0 ist ||¢]|> = (a? + f%2u?)L/2, woraus die
Aussage folgt. Die restlichen Randbedingungen haben, unter Berticksichtigung der Normierung (1.2-3),

eine der drei nachfolgenden Formen

f=0,6=1und vy <0
f=1,6§=0und a > 0;
B=1,=1,a>0und § <O0.

Fiir diese Randbedingungen erhélt man fiir ¢

PR B
R R AT CRNETATA

d.h.: ¢ ist streng monoton von g¢(N) auf 1 anwachsend, weshalb f(N) = g(N) < g(n) die Aussage

erfiillt. Damit erhalten wir nun weiters

¢ (2) <(asinunx—ﬂuncosunx>2. 2
lonll* — VaZ + B2l f(NYL

Mit u = a/w, v = —Fu/w und w = /a2 + F2u2 ist u? +v? =1, weshalb es ein ¥ € [0,27) gibt,
soda u = cos?¥ und v =sind gilt. Einsetzen ergibt
() 2

< (cos ¥ sin fipx + sin ) cos p,z)> - = (sin(upx + 9
foul? = "y = ()

2 2 < 2
fNL < (V)L B

Der Vollstandigkeit halber seien noch die Normen fiir die Eigenfunktionen nichtpositiver Eigenwerte

angegeben.
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Satz 1.8.

Fiir die Eigenfunktion ¢o(x) = ax — 3 erhalten wir
1
160l = AL — aBL? + 2oL, (1.2-15)

und fiir ¢_,(z) = asinh p_,z — Bu_p coshpy_pz, n=1,2 ergibt sich

L (a6 —pBv)(ay + pop®,)
all? = (B2, —a®) = L 1.2-16
lo-nll® = (812 = 0®) 5+ = m——3 (1.2-16)
Definition 1.3.
Die periodischen Randbedingungen sind gegeben durch
¢(0)=¢(L), und  ¢'(0)=¢'(L). (1.2-17)
Satz 1.9.
Die Schwingungsgleichung mit periodischen Randbedingungen hat die Eigenfunktionen
2 2
on(z) =1, sin ngrx’ cos ngrx (1.2-18)
und somit die Eigenwerte
4n’n?
Fiir die Norm der Eigenfunktionen gilt
2 2 L
I¢oll® =L, und  |l¢ull” = 3. (1.2-20)

Durch Einsetzen der Ergebnisse kann man die Behauptungen des Satzes leicht verifizieren; deshalb

wollen wir den Beweis weglassen.

~10 -
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x

2. Regulare Sturm-Liouville Randwertprobleme

2.1. Definition und Eigenschaften der Eigenfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir als Verallgemeinerung der Schwingungsgleichung Differentialgle-
ichungen Sturm-Liouvilleschen Typs. Ideenmiig wollen wir vor allem der Darstellung von Weinberger °
folgen. Bei Weinberger sind nur die Randbedingungen ¢(0) = ¢(L) = 0 behandelt; wir werden jedoch
die Theorie fiir allgemeine physikalische oder periodische Randbedingungen entwickeln. Weitere leicht
verstindliche Darstellungen sind zum Beispiel in Haberman ©® oder in Zauderer® zu finden. Die allge-
meine Theorie ist etwa in Abschnitt B von Kamke® oder in Titchmarsh® dargelegt, weshalb wir &fters

auf diese Biicher verweisen werden. Numerische Methoden sind in Keller ® zu finden.

Definition 2.1.

Ein reguldres Sturm-Liouville-Randwert-Problem(SL) ist gegeben durch die Differentialgleichung

d d peCO,L], p>0;
L=2(p2) ¢

da:(pda:> T und  geclo,L], ¢>0; (2.1-1)
Lo+ A\pé = 0.

p€C[O,L], p>0.

gemeinsam mit den linearen Randbedingungen

ag(0) + 5¢'(0) =0,  (a,B) #0;

(2.1-2)
(L) 4 6¢' (L) =0, (v,68) # 0.

oder den periodischen Randbedingungen

(2.1-3)

0 Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations.

0 Haberman, R.: Elementary Applied Partial Differential Equations.

0 Zauderer, E.: Partial Differential Equations of Applied Mathematics.

0 Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, I. Gewdhnliche Differentialgleichungen.
0 Titchmarsh, E. C.: Eigenfunction Expansions associated with Second-order Differential Equations.

0 Keller, H. B.: Numerical Methods for Two-Point Boundary-Value Problems.

~10 -
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Wir werden uns wieder 0.B.d.A. auf die Normierung (1.2-3) beschrianken. Mit p = 1,4 = 0 und
p =1 erhalten wir als Spezialfall die Schwingungsgleichung aus letztem Kapitel. Es gelten daher alle

hier abgeleiteten Ergebnisse auch fiir die Schwingungsgleichung.

Aus der Definition von L erhalten wir

uLv —vLu = u(pv') — quv — v(pu')’ + quv
=u(pv') + pu'v’ —v(pu') — pu'v’
!
= (p(uv' - vu')) i

also die differentielle Form der Lagrangeidentitit

!
ulv —vLu = (p(uv' — vu')) . (2.1-4)
Durch Integration von 0 bis L und Einsetzen der Randbedingungen erhalten wir
L L
/ uLv —vLudzr = p(uv’ —vu') ‘0 =0. (2.1-5)
0

Verschwindet obiges Integral fiir einen Differentialoperator mit entsprechenden Randbedingungen, so

spricht man von einem selbstadjungierten Problem.

Sind nun ¢, zwei Eigenfunktionen zu den Eigenwerten A, von (SL), so erhilt man aufgrund
der Eigenwertgleichung und der Lagrangeidentitit

L L
(/\—u)/o ¢wpdx=/0 6L — $Lé dx = 0.

Satz 2.1.

Sind ¢, Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten \,u von (SL), so gilt

L
/ oYpdr = 0.
0
d.h.: ¢ und v sind orthogonal.

Es sei nun ¢ Eigenfunktion zum Eigenwert X\, dann gilt Lo+ Ap¢d = 0 und damit 0 = Lo + A\po =
L¢ + App. Es ist also auch ¢ Eigenfunktion; sie gehdrt zum Eigenwert . Setzen wir in obiger
Gleichung v = ¢ und p = X, so erhalten wir

L
(/\—X)/O dopdx = 0.

Da ¢ als Losung einer Differentialgleichung stetig ist und da ¢ als Eigenfunktion nicht identisch
verschwinden kann, ist f0L|¢|2p de >0, also A= \.

Satz 2.2.

Alle Eigenwerte von (SL) sind reell.

Als néchstes tiberlegen wir uns die Einfachheit der Eigenfunktionen. Es seien dazu ¢ und 1
Eigenfunktionen zum selben Eigenwert A, dann gilt Lo + Ap¢p = 0 sowie Lip + Apyp = 0. Durch
Subtraktion dieser zwei Gleichungen und mit Hilfe der Lagrangeidentitit erhalten wir 0 = ¢pLy— Lo =
(p(o' —p¢"))', also p(py'—1p¢') = const . Sind nun lineare Randbedingungen gegeben, so verschwindet
dieser Ausdruck identisch, wie man etwa durch Einsetzen der Randbedingung bei 0 leicht einsieht.
Wegen p > 0 haben wir ¢y’ — ¢’ = 0. Diese Gleichung ist &quivalent zu d(¢/v)/dx = 0, d.h.:
@/ = const oder ¢ = const 1.

- 11—



reguldre Sturm-Liouville Randwertprobleme

Satz 2.3.

Die Eigenwerte von (SL) zu linearen Randbedingungen sind einfach.

Sind periodische Randbedingungen gegeben, so missen die Eigenfunktionen nicht mehr einfach sein,

wie uns die Schwingungsgleichung mit periodischen Randbedingungen zeigt.

Da jedoch die Differ-

entialgleichung die Ordnung 2 hat, gibt es hochstens zwei linear unabhéngige Losungen d.h., da die

Vielfachheit der Eigenfunktionen hochstens gleich 2 ist.

2.2. Wesentliche Randbedingungen — Rayleighquotient

Definition 2.2.

Die wesentlichen Randbedingungen lauten

1.) fiir lineare Randbedingungen:

2.) fiir periodische Randbedingungen: »(0) = o(L).

0, falls p=0;
=0, fallséd=0.
)

(2.2-1)

Diese wesentlichen Randbedingungen entstehen dadurch, da man aus den Randbedingungen mog-

lichst viele Bedingungen ableitet, die keine Ableitungen enthalten. ©

Definition 2.3.

Fiir lineare Randbedingungen definiert man

0, falls 5 =0,
| ey /s, falls 3 = 0,
HOYT= Y (0)6(0)6(0)/5, falls 3 # 0,

1P(L)O(L)Y(L)/6 — ap(0)6(0)y(0)/5, falls § # 0,

und fiir periodische Randbedingungen H[o,¥] =0.
Weiters setzen wir H[¢] := H[¢, 4]

Damit hat man

Hlp, ] = H[W, 8], sowie
H[gp + ] = H[p] + 2H[9, ¥] + H[Y].

0 =0;
0 #0;
0 =0;
0 #0.

(2.2-2)

Gelten zusétzlich fir ¢ die wesentlichen Randbedingungen sowie fiir ¢ die linearen oder die periodis-

chen Randbedingungen, so erhédlt man nach kurzer Rechnung

Mo, 0] = —po’ |

(2.2-5)

Wir haben obige Darstellung gewéhlt, da sie keine Ableitungen enthélt, d.h. nur die wesentlichen Teile

der Randbedingungen beniitzt.

0 vgl. Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, I. Gewdhnliche Differentialgleichungen, B. §1

2.14 (b) p217f.

- 12—
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Definition 2.4.

Die Menge der zulidssigen Funktionen Z ist die Menge der auf [0,L] definierten, stetigen und

dort auch stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen, die zusdtzlich die wesentlichen Randbedin-

gungen erfiillen.

Damit kénnen wir den Rayleighquotienten definieren; er wird uns eine weitere Mdoglichkeit geben,

die Eigenwerte zu bestimmen.

Definition 2.5.

Fiir Funktionen ¢ € Z definiert man den Rayleighquotienten durch

_ Jype” + a¢* dz + Hg]
foL ¢*pdr

R[¢] . (2.2-6)

Ist nun ¢ Eigenfunktion von (SL) zum Eigenwert A, soist ¢ als Losung der Differentialgleichung
zweimal stetig differenzierbar. Wir erhalten durch partielle Integration und anschlieendem Einsetzen

der Eigenwertgleichung

L L L
| po?+ad? do+ 1) = podf || + [ ~of)0 4+ 002 do+ 1)
L L )
= — Lodr = A dz.
| erode=x [ s

Satz 2.4.

Ist ¢ Eigenfunktion zum Eigenwert X, so gilt A = R[¢] .

Damit konnen wir die Nichtnegativitat der Eigenwerte unter gewissen Randbedingungen zeigen.

Satz 2.5.

Es sei ¢ eine Eigenfunktion zum Eigenwert A von (SL), dann gilt

1.) Falls physikalische Randbedingungen gegeben sind, so gilt A > 0.
0 ist Eigenwert genau dann wenn o« = =0 und ¢ = 0.

2.) Falls periodische Randbedingungen gegeben sind, so ist A > 0 und
0 ist Eigenwert falls ¢ = 0.

Zum Beweis dieser Aussage stellen wir zunéchst fest, da fiir physikalische bzw. periodische Randbe-

dingungen H > 0 gilt; damit folgt aber nach Satz 2.4

o vt astde + HIG)
f0L¢Zpdx B

Ist A =0, so folgt fOLp¢'2 +q¢*dr + H[p] = 0. Wegen p >0, ¢ >0 und H[p] > 0 folgt weiters
¢’ =0, also ¢ = const fir A = 0. ¢ = const erfiillt genau dann die Differentialgleichung, wenn
q¢ = 0. Setzt man weiters die Randbedingungen ein, so ergeben nur die physikalischen Randbedingungen

mit o =+ =0 und die periodischen Randbedingungen eine nichtverschwindende Eigenfunktion.

- 13-
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Satz 2.6.

Fiir den Fall physikalischer bzw. periodischer Randbedingungen gilt folgendes Minimierungsprinzip

fiir die Eigenwerte

L 2 2
de + H
A= mig Pt Fadde+Hll o (2.2-7)

ez L o
Vj<n, 6 Lo; Jo #*pdx

Die Funktion ¢, , fir die das Minimum eintritt, ist dann selbst zweimal stetig differenzierbar und
erfiillt die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung mit physikalischen bzw. periodischen Randbe-
dingungen.

Als Folgerung erhélt man, da es unendlich viele Eigenwerte gibt.

Man findet dieses Ergebnis etwa in Kamke © . Da laut Satz 2.5 unter den gegebenen Voraussetzungen
R[¢] > 0 gilt, existiert p := inf R[@]. Die wesentliche Schwierigkeit beim Beweis des Satzes besteht
nun darin zu zeigen, da es ein ¢ in Z gibt, fiir das R[¢] = p gilt und, da dieses 1 schon zweimal

stetig differenzierbar ist. Hat man dies, so kann man wie in Weinberger © vorgehen.

Es sei dazu x eine Funktion aus 7, die fiir alle j < n orthogonal auf ¢; steht, dann ist auch
¥ + ey fir alle € € R aus Z. Die Funktion € — R[¢ + ex] ist differenzierbar und nimmt wegen
R[Y] < R[tp+ex] fiir € = 0 ein Minimum an. Daher folgt wegen H[)+ex] = H[{]+2eH [, Y]+ H[x]

0= di(R[w + ex])

e=0

<f0 (' +ex')? + q(¥ + ex)? da + H[Y] + 26H [, x] + €2H[X]>
= de fOL(z/J +ex)2pdx

fo pU'X' + qx dz + H[Y, x] . (fo p”? + P de + H w]) (fo Yxp da:)
fo Vipde (fo V?p da:) .

e=0

Durch Multiplikation mit % f0L¢2p dx und Einsetzen von

JEpy? + qp? de + H W]

= Ry
4] = T

erhalten wir
L
/ pU'X' + qx dz + H[p, x] — / Yxpdr = 0.
0

Da 1 zweimal stetig differenzierbar ist, kann man partiell integrieren; wir erhalten so, wenn wir alle

Integrale zusammenfassen

L L
/0 (=(¥")' + q¥ — pp)x dx + pxy’ . +H[Y,x] = 0.

0 Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, I. Gewdhnliche Differentialgleichungen, B. §3 9.4
p267ft.
0 Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. VII 36. p160ff.

- 14 —
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Da x eine beliebige Storung der minimierenden Funktion 1 war, folgt aufgrund des Lemmas der

Variationsrechnung, da schon
(py") — q + ppyp = 0; sowie

L
VXEZ: Hx]+pxy'| =

gelten mu. Laut erster Gleichung erfiillt ¢, := ¢ die Eigenwertgleichung zum Eigenwert A, := u.
Aus der zweiten Bedingung werden wir noch die Randbedingungen ableiten. Bei § = 0 ist die linke
Randbedingung gleich der entsprechenden wesentlichen Randbedingung und bei § =0 die Rechte; fiir
B =0 = 0 sind also die gegebenen Randbedingungen identisch mit den wesentlichen Randbedingungen.
Weiters stimmt bei den periodischen Randbedingungen die erste Bedingung mit der entsprechenden

wesentlichen Randbedingung tiberein.

Durch Einsetzen der Definiton von ‘H und mit Hilfe der wesentlichen Randbedingungen fir ¢, x € Z
erhalten wir
(L) (L)X(L) + p(L)x (L)Y (L),  falls =0, &=1;
—ap( )(0)x(0) = p(0)x(0)¢'(0), falls =1, &=0;
(L)X (L) — ap(0)¥(0)x(0)+
L)'(L) = p(0)x(0)¥'(0),  falls =1, §=1;
0)y'(L) — p(0)x(0)'(0), bei per. Rb.

= H[y, x] +px¥' jz vp(L)
( )x(
PL)x(

Wir haben also Vy € Z:

falls 5 =0, 0=1;

P(L)X(L)(y¢ (L) + 69" (L)),
), fallsp=1, ¢=0;

(
—p(0)x(0)(azp(0) + B¢’ (0
0= ¢ pP(L)X(L) (v (L) + 6¢'(L)

—p(0)x(0)(av(0) + 5¢'(0)), falls =1, d=1;
X(0)(p(L)¢' (L) = p(0)¢'(0)), bei per. Rb.

Danun p > 0 und x € Z beliebig ist, gelten fiir ¢ zusétzlich folgende Randbedingungen

y(L) + 6y’ (L), falls =0, §=1,;

ap(0) + B¢'(0), falls 5 =1, & =0;

a(0) + By'(0) und yp(L) + 6¢'(L), falls f=1, §=1;

p(0)y'(0) — p(L)y' (L), bei per. Rb.

Zusammen mit den wesentlichen Randbedingungen sind das gerade die gegebenen Randbedingungen.

)
)
)
)

Beachte, bei der Schwingungsgleichung kann man obige Rechnung dazu beniitzen, um zu zeigen, da
die Eigenfunktionen der Schwingungsgleichung, die wir ja aus Kapitel 1.2 bereits kennen, den Rayleigh-

quotienten extremal machen. Es gilt nadmlich

(08 = b + ppdn)x de

e=0 f Pn2pdx

Dieser Ausdruck verschwindet aber aufgrund der Differentialgleichung.

% (R[¢n + €X])

Im Beweis des Satzes 2.5 haben wir 0 als untere Schranke fiir den Rayleighquotienten erhalten. Wei
man aus anderen Uberlegungen, da das Spektrum der Eigenwerte nach unten hin beschrinkt ist (so
z.B.: bei der Schwingungsgleichung, dort treten hochstens zwei negative Eigenwerte auf), so kann man

den eben gezeigten Satz analog beweisen.

In obigem Satz haben wir festgestellt, da es unendlich viele Eigenwerte gibt; im folgenden Kapitel

werden wir feststellen, da es aber auch nur abzahlbar viele sein konnen.

~ 15—
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3. Allgemeine Fourierreihen — Greensche Funktion

3.1. Fourierreihen - Greensche Funktion

In den ersten beiden Kapiteln haben wir die Existenz, sowie einige Eigenschaften der Eigenfunktionen

Sturm-Liouvillescher Randwertprobleme untersucht. Wir haben festgestellt, da die Eigenfunktionen ein

orthogonales Funktionensystem bilden. Daher kann man beliebige Funktionen nach diesen orthogonalen

Funktionen entwickeln. In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir die Konvergenz solcher Reihen.

Wir haben das Skalarprodukt

L
<fvg>2,,,=/0 fgpdz.

sowie die dazugehorige Norm

L
2 2
17, = | Fode
0
Damit konnen wir nun die Fourierreihen definieren.

Definition 3.1.

Ist fe L;[O, L], so ist die Fourierreihe von f definiert durch

f ~ ch(f)¢na
n=1
(b,
N = J5E,

M=z

en(f)on -

Mit Sy bezeichnen wir die N-te Partialsumme

n=1

~16 -
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Um der Definition der Fourierkoeffizienten eine geometrische Interpretation zu geben, berechnen wir

5 N N
20 = <f - ch¢nvf - ;Cn¢n>27p
N N
ch f ¢n ch Ons >2,p + Z Z CnCm <¢n7¢m>2,p

neml (3.1-4)

N
I = Swl, = | £ - 3 cnt

_||f||2p_220n f7¢n +ch||¢n||2,p

(£, On)s, (.60,
= ||f||27p+n§1(0n||¢n“270 [Onllz. ) Z 16all3,

Es gilt also

Satz 3.1.
Die Fourierkoeffizienten von f sind jene Zahlen ci,...,cn, die den Abstand ||f — Sn||2,, min-
imieren; die Fourierreihe ist beziiglich der Norm ||.|2,, die bestmdgliche Approximation an f .

Weiters gilt fiir den mittleren quadratischen Approximationsfehler

N
1f = SN, = 11£13, = D () llonll3,- (3.1-5)
n=1

Unmittelbar daraus kann man die Besselungleichung ablesen.

Satz 3.2. (Besselungleichung)

Fiir die Fourierkoeffizienten ¢, von f gilt

N

S A lonl3, < NF13,- (3.1-6)

n=1
Als néchsten Schritt fiihren wir die Greensche Funktion ein, mit deren Hilfe wir zeigen werden, da

es beliebig groe Eigenwerte gibt.

Definition 3.2.
Die Greensche Funktion G : [0,L] x [0,L] — [0,L] : (z,§) — G(x,&) des Differentialoperators

L, = d%(p%) — ¢ und der linearen bzw. periodischen Randbedingungen ist, falls existent, durch

folgende 5 Bedingungen gegeben

1) Ve #¢&: g( 86—G>—qG:0;
2) G(z,8) =G(&2);

3.) iim G(z,§) = il;rz_ G(z,§); (3.1-7)
oG 8G -1

5.) G erfiillt als Funktion von x die Randbedingungen.

Die Symmetrie der Greenschen Funktion gilt nur bei selbstadjungierten Randwertproblemen. Als

Grundeigenschaft der Greenschen Funktion kénnen wir folgenden Satz notieren.
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Satz 3.3.

Existiert die Greensche Funktion G zu L, = d%(p%) — ¢ und linearen bzw. periodischen Rand-
bedingungen, dann ist das Randwertproblem L,y = —f zu denselben Randbedingungen eindeutig

l6sbar und es gilt fiir die Lésung

L
y(x) = /0 Gz, O)1(€) de. (3.1-8)

Ist andererseits das Problem L,y = —f fiir beliebige stetige f zu linearen bzw. periodischen
Randbedingungen eindeutig I6sbar, so existiert zu L, mit denselben Randbedingungen genau eine

Greensche Funktion.

0

Man findet dieses Ergebnis etwa in Grobner® oder in Kamke®. Weiters gilt der Zusammenhang

mit den Eigenwertproblemen

Satz 3.4.

Die Greensche Funktion G zum Differentialoperator L, = d%(p%) — ¢ existiert genau dann, wenn

das Eigenwertproblem L,y + Apy = 0 nicht den Eigenwert 0 hat.

Existiert die Greensche Funktion, so gilt fiir die Eigenfunktion ¢ zum Eigenwert A wegen
Lyt = —Apo

L
o(z) = A / G (2, €)6(€)pl€) de. (3.1-9)

Wire nun 0 ein Eigenwert, so miite ¢ = 0 gelten. Ist andererseits ¢ Eigenfunktion zum Eigen-
wert 0, so hat das Problem L,y = —f keine oder unendlich viele Losungen, denn mit y ist auch y+¢
eine Losung, weshalb laut Eindeutigkeitsaussage aus vorigem Satz keine Greensche Funktion existieren

kann.

Bei physikalischen oder periodischen Randbedingungen gilt immer, da A > 0 ist. Ist nun A =0 ein

Eigenwert so schreibe das Problem etwas um

d d

Man erhélt wieder ein Sturm-Liouvillesches Problem mit ¢ = ¢+ p > 0 und A=A+1 , das aber jetzt
laut Satz 2.5 nur mehr echt positive Eigenwerte hat. In analoger Weise kann man bei einem nach unten
beschrankten Spektrum vorgehen. Es sei dazu VA: A > —M , M >0 dann hat man

d /s d
Lo+ Ap = (p=-) = (a+ Mp) + (A + M)p. 3.1-10
+Ap= o) — (@ + Mp) + (A + M)p ( )
also ¢ =g+ Mp >0 und X=A+M> 0, und somit wieder nur positive Eigenwerte. Eine andere
Moglichkeit den Eigenwert 0 zuzulassen wére, bei dessen Auftreten statt der gewohnlichen Greenschen
Funktion von oben, die verallgemeinerte Greensche Funktion® zu verwenden. Wir beschrinken uns

daher auf den Fall, da 0 kein Eigenwert ist, soda nach letztem Satz die Greensche Funktion existiert.

0 Grébner, W.: Differentialgleichungen, Erster Teil: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. IIT §1 p107ff.

0 Kamke, E.: Differentialgleichungen, Lésungsmethoden und Losungen, I. Gewthnliche Differentialgleichungen, B. §1 1.5,
1.6 p188fF.

0 Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, I. Gewdhnliche Differentialgleichungen, B. §1 1.7
p190ff.

~ 18 —



Fourierreihen — Greensche Funktion

Will man die Greensche Funktion konstruieren, so wihle man fiir den Differentialoperator L, ein
Fundamentalsystem von Losungen wvi,vs, d.h.: Lyv; =0, i = 1,2 sowie v;(0) = 0;1, vj(0) = ;2

i = 1,2 und setze die Greensche Funktion in der Form

c1(&)vr(x) + ca(§va(z), falls z < &

600 = { (o) + xemte), e € <

(3.1-11)

an. Die unbekannten Funktionen c;(€) lassen sich durch Einsetzen des Ansatzes in die restlichen 4

Bestimmungsgleichungen ermitteln. Es sei dazu im folgenden

(3.1-12)

Differenziert man p(z)W(z) nach z, so erhélt man sofort mit Hilfe von L,v; = 0, i = 1,2, da
p(x)W (z) konstant ist; also

p(x)W () = p(0) (1 (0)u}(0) = v2(0)0} (0) ) = p(0). (3.1-13)

Damit erhalten wir aus der in Grobner © angegebenen expliziten Darstellung der Greenschen Funktion

fiir lineare Randbedingungen

1(6) 2(€)
-1 —abyvs (2)v1 (§) + abiva(x)va(€), falls0 <z <& L;
_ 3.1-14
=007 b (w)or (€) = b (@)oa© A
—Bbrva (x)v1 (&) + abiva(x)va(§), falls 0 <<z < L.
Dabei bedeuten
by = L) + 6vy (L);
v=omb ol A 8 (3.1-15)
by = v (L) + 6v4(L). bi, b
Fiir periodische Randbedingungen hat man
brvr (x)v2(§) + bavr ()v2(€)
—1 ] 4bsva()v1(§) + bava(z)v2(§), falls0 <z <E< L
G(z,6) = — 3.1-16
=T b w)or(€) + b (2)oa© 3410
+b2’l}2(5€ U1 (f) + b4’l}2(5€ ’Ug(f)7 falls 0 < f <z <L.
mit den Konstanten
by = p(O)UQ(L)v
by = p(0)(1 — vy (L));
2 = PO ~ (L) und A= Zl’ 22 . (3.1-17)
bs = p(L)vy(L) — p(0); 3,

by = —p(L)vy (L).

Ein Nachschlagwerk fiir Greensche Funktionen ist etwa Butkovskiy ? ; dort findet man auf den Seiten

26-52 tabellarisch Greensche Funktionen fiir Differentialgleichungen 2-ter Ordnung angefiihrt.

0 Grébner, W.: Differentialgleichungen, Erster Teil: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Kap. ITI §10 5. p167f.
0 Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook.
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3.2. Konvergenz im quadratischen Mittel

Es sei nun G die Greensche Funktion zum Differentialoperator L, ; nach (3.1-8) haben wir

L
=AG@@%@M@%=%mu»mmﬁ¢

Da die Funktion ¢ — G(z,¢) laut Konstruktion stetig ist, also in L;[O,L] liegt, folgt mit Hilfe der

Besselungleichung

N
e :
G*(
25 wmm(/ (&, £)p(8) &.

Multiplikation mit p(z) und Integration von 0 bis L liefert

N

L fL
<[] v e

Da die rechte Seite nicht von N abhéngt erhalten wir

= _// G*(z,&)p(x)p(&) dx dE.

Ezgenwert

n=

Das Doppelintegral ergibt aufgrund der Stetigkeit von G auf der kompakten Menge [0,L] x [0, L]
einen endlichen Wert, womit die linksstehende Summe konvergiert. Laut Pietsch® haben konvergente
Summen hochstens abzahlbar viele von 0 verschiedene Summanden. Es hat also die Summe tiber die
reziproken Quadrate der Eigenwerte hochstens abzahlbar viele Summanden. Andererseits gibt es nach
Satz 2.6 mindestens unendlich viele Eigenwerte. Zusammen ergibt das, da es genau abz&hlbar viele

Eigenwerte gibt. Weiters folgt aus der Konvergenz der Reihe, da

lim — =0, also lim A, = oo.
n—oo A2 n—o0

gilt, womit sich der nachfolgende Satz ergibt.

Satz 3.5.

Fiir (SL) mit physikalischen Randbedingungen gilt, da es unendlich viele Eigenwerte gibt. Alle
Eigenwerte sind nichtnegativ, reell, einfach und lassen sich als eine streng monoton gegen o0
wachsende Folge \y < Ay < A3 < ... schreiben.

Fiir periodische Randbedingungen gibt es ebenfalls unendlich viele Eigenwerte. Alle Eigenwerte sind
nichtnegativ, reell und lassen sich als zwei streng monoton gegen +o0o wachsende Folgen \; < Ay <
A3 < .o..ound A < XAy < A3 < ... , fiir die A\, < Ap < An+1 gilt, schreiben. Ist A\, = Xn, S0 ist

diese Zahl ein doppelter Eigenwert, ansonsten sind beide Zahlen einfache Eigenwerte.

Dieser Satz ermoglicht uns die Konvergenz im quadratischen Mittel zu zeigen, welche dquivalent zur

Vollsténdigkeit der Eigenfunktionen Sturm-Liouvillescher Eigenwertprobleme ist.

0 Pietsch, A.: Nuclear Locally Convex Spaces, chap. I 1.1 prop. 1.1.5 p21.
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Fourierreihen — Greensche Funktion

Vorerst sei f € Z, dann ergibt sich aufgrund der Orthogonalitit der Eigenfunktionen Vm < N :

(f = SN, Sm)s, = (f. Om)s ch (D dm)s, = (Fsbm)s, — Cmllomll3, = 0.

Nach Satz 2.6 folgt

AN+t < R[f - i Cn¢n]
n—=1

n=1

L N 2 N 2 N
Jop(f = X entn)” +a(f = 2 endn) da + H[f = 3 cud]

N
fOL(f - 2::1 Cn¢n)2p dx

Fiir physikalische oder periodische Randbedingungen sind nach Satz 2.5 alle Eigenwerte nichtnegativ

und hochstens der erste Eigenwert kann verschwinden. Daher konnen wir durch Ay dividieren

|- Zcmn _ANH</ (f—chcz)) +q(f—écmn)ZdHH[f—écm]);

N L
L </0 pf’2+qf2d9:—2nzlcn/0 P& f + apnf dx

AN+1

N N L al
15 3 S ISP T LTS )
n=1

n=1m=1

Da die Eigenfunktionen Sturm-Liouvillescher Probleme zweimal stetig differenzierbar sind, kénnen wir

partiell integrieren.

L L L
/ Pl '+ qbnf de = pfdl| - / (06 — abn) f d
0 0 0

L L
/ PO Dy + (PO AT = PO by, —/ (pe},)" — qdn) by da.
0 0

Die Funktionen f,¢,, erfiillen die wesentlichen Randbedingungen, ¢, die gegebenen Randbedin-
gungen; es ergibt sich daher mit Hilfe der Beziehung (2.2-5) und der Differentialgleichung

L L
/0 PO f + qbuf dr = —HLf, du] + A /0 Fbnpdz = —H[f, 6] + AncalldnllZ,

L L
/0 P80+ Abndm dx = —H by du] + An /0 bmnpdz = ~H[m: bn] + A mllénl2,.

Weiters haben wir nach (2.2-3) und (2.2-4)

N
H[f_rlz::lcn¢n] = _QZCn f¢n]+zzcncm ¢n7¢m]'

n=1m=1

Einsetzen obiger Gleichungen ergibt uns

= Zcmn S (/ pf'2+qf2da:—22cn( HIL 6u] + Ancallonll,
+Z chcm( Hldms &nl + Anbnml|nll3., )
n=1m=1
_QZCn f ¢n +Z chcm ¢m7¢n]>
n=1m=1
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Wir haben somit

|- Z endn

Wegen Satz 2.5 sind bei physikalischen bzw. periodischen Randbedingungen alle Eigenwerte nicht-

1 L N
S </ pf? +aqfde + Hf| =3 )\nci||¢n||§,p).

n=1

negativ, weshalb sich letzte Gleichung weiter zu

|- Z enon

<

</Lpf'2 +qf? da:+H[f]>. (3.2-1)

AN41

vereinfachen l&t.

Aufgrund der Stetigkeit von f € Z auf [0,L], ist H[f] < oo und da f sogar stiickweise stetig
differenzierbar ist, gilt auch fOLp F24+qf?dx < oo. Dalaut Satz 3.5 die Eigenwerte fiir n — oo ebenfalls

gegen +o0o streben, haben wir die Konvergenz im quadratischen Mittel fir Funktionen f € Z.

Ist nun f € L2[0,L], so kann f beliebig gut durch ein f. € Z approximiert werden, genauer
Ye > 0 Afe € Z : ||f = fell2,, < €/2. Laut erstem Teil des Beweises gilt INg : YN > Ny

| fe = Z cn(fe)onll2,p < €/2. Nach (3.1-4) sind die ¢, (f) die beste Wahl der Fourierkoeffizienten und

es folgt

N
< “f fe||2p Cn(fe)¢n

N
i = X enlfonl

Der Grenziibergang € — 0 liefert folgenden Satz.

|- ﬁjcnm

Satz 3.6.

Sind ¢, , n € N die Eigenfunktionen von (SL) zu physikalischen oder periodischen Randbedin-
gungen, so gilt fiir Funktionen f € L%[O, L] und den, wie in (3.1-3) definierten, Fourierkoeffizienten

Cn(f)

L N 5
— lim (f -3 cn¢n> pde = 0. (3.2-2)
n=1

N 2
lim Hf — ch¢n
N—o00 2,p N—oo J
n=1

d.h.: die Eigenfunktionen von (SL) bilden ein vollstdndiges, orthogonales Funktionensystem.

Dieses Ergebnis gilt auch fiir nach unten beschrinkte Spektren. Wegen Gleichung (3.1-10) werden
auch in diesem Fall die Eigenwerte, gem4 Satz 3.5, fir n — oo beliebig gro. Ist nun ny der kleinste

Index derart, da A,, > 0 ist, so erhdlt man VN >ng —1 wie in obigem Beweis die Abschitzung

|- Z endn.

Daraus erhélt man wie im Beweis des Satzes die Konvergenz im quadratischen Mittel.

<

L (i

AN41 ot

Satz 3.7. (Bilinearform der Parsevalgleichung)

Sind f,g € L2[0,L] so gilt:
Die Vollsténdigkeit der Eigenfunktionen von (SL) ist dquivalent zu

> calPenl@)1onll3, = (£,9)s, (32-3)

n=1
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Aus (3.1-5) erhélt man sofort die Parsevalgleichung.

oo

S A lonl, = 1113, (3.2-4)

n=1

Sind f,g € L2[0,L], so gilt das laut Minkowskiungleichung auch fiir f + g. Daraus ergibt sich

I£115., £2(f,9)s, + 915, = If £ 9ll5, = D (f £9) lIonll3,

= (2(f) £ 2cn(fen(g) + c2(9)) ll6nll3 -

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt sich die Behauptung. Umgekehrt erhdlt man die

Parsevalgleichung durch Gleichsetzen von f und g aus der Bilinearform.

Ist nun f auf [0, L] zweimal stetig differenzierbar und erfiillt physikalische bzw. periodische Rand-
bedingungen, so ergibt sich mittels zweimaliger partieller Integration und der Selbstadjungiertheit von

(SL)

Ll AV ! / L L I\ L
| 5@y —anewnde =ponf = 5| + [ (et = aoi) e ==rs [ fonpa.

Fiir zweimal stetig differenzierbare f, die die Randbedingungen erfiillen gilt

Loy . )
cn<;((pf> qf)) nen(F). (3.25)

Mit der Bilinearform der Parsevalgleichung fir f und ¢ := ((pf')’ — ¢f)/p erhalten wir daraus

00 L L
SOl == [ S (08 ~an)spde=—pis'| ¢ [0 af i

L
- /0 pf? +qf? de + H[f).

Ist f nur stetig auf [0, L] und erfiillt fOLpf'2 +qf*dr < 0o, so kann f beziiglich ||.||2,, beliebig gut
durch ein g € C?[0, L] approximiert werden, soda obige Gleichung erhalten bleibt. Wie beim Beweis

der Bilinearform der Parsevalgleichung erhilt man daraus folgenden Satz

Satz 3.8.

Es seien f,g € C[0,L] fo pf? +qf?dx < oo und fo pg? + qg® dx < oo, weiters sollen f,g die
wesentlichen Teile © der physikalischen bzw. periodischen Randbedingungen erfiillen, so gilt fiir die

Eigenwerte und Eigenfunktionen von (SL) zu denselben Randbedingungen
L
ZA en(Pent)10nlls, = [ p's +afgds+ Hif.g). (3.2-6)
0

Die Satze 3.7 und 3.8 gelten auch im Fall eines nach unten beschrénkten Spektrums und werden

analog bewiesen.

0 vgl.: Def. 2.2
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x

4. Gleichmiige Konvergenz und Fehlerabschitzung

4.1. Allgemeiner Fall

Satz 4.1.

Fir die Greensche Funktion G von L, = %(p%) — g mit physikalischen bzw. periodischen Rand-

bedingungen hat man die Bilinearentwicklung

Z W. (4.1-1)

||2p

Zum Beweis dieser Identitit definieren wir die zwei Funktionen f(z) := G(z,z) = G(x,z), sowie
9(z) = G(z,€) = G(£,2) . Wegen der Stetigkeit von G existieren die Fourierkoeffizienten von f und
¢ und haben nach (3.1-9) die Gestalt

Aallonlls,,”

Pn (&)

cn(f) = Wn”%,p

und en(g) =

Da G(z,£) laut Definition bis auf die Gerade = = ¢ stetig differenzierbar ist, existieren die Integrale
aus Satz 3.8 fiir f und g¢g. Weiters ist G laut Definition stetig und erfiillt die Randbedingungen; wir

konnen daher letzten Satz anwenden und erhalten

L
Z M ||¢n||2 _/0 p(z)%(z,fv)%(z,f)+q(z)G(z,x)G(z,§)dz

+H[G(.,2),G(.,6)]

Die Funktion z+— G(z,z) ist auf den Intervallen (0,2z) und (x,L) laut Konstruktion von G zweimal

stetig differenzierbar; wir koénnen also auf diesen Teilintervallen partiell integrieren

oG z=0 L
Z A ||¢n||2,, = P65 (a)|  HpEGEOF )|
L
_/0 <% (p(z)%) _q(z)G(z7x)> G2, 6) dz + H[G(.,2),G(, ).
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Das Integral fallt weg, da der Integrand aufgrund der Differentialgleichung fiir G fast tberall ver-

schwindet. Weiters kann man H wegen der Annahme der Randbedingungen mittels (2.2-5) um-

schreiben
Z 9 060 L | 40060 L | —p0)6 0L ()|
A ||¢n||2,p PECEOF )| GO )| ECEOF )|
aG x+0
= _p(Z)G(Z,f)E(Z,x) o

Mit der Stetigkeit von G und der Sprungbedingung von 9G/dz erhélt man schlielich

x40

= G(l’,g) 0O

z—0

oG
2 e %” Y = 695 (2 m)

Wir kénnen nun eine gleichmaiige Fehlerabschétzung berechnen mit deren Hilfe sich die gleichméiige

Konvergenz ergeben wird.

Satz 4.2.

Es seien ¢, die Eigenfunktionen und A, die Eigenwerte eines Sturm-Liouville Randwertproblemes
zu physikalischen bzw. periodischen Randbedingungen. Es gelte f € C[0,L], fOLpf'2 +qf?dr < o0
und f erfiille die dazugehdrigen wesentlichen Randbedingungen, so ergibt sich fiir die Fourierreihe
beziiglich dieser Eigenfunktionen, da sie punktweise, gleichméig und im quadratischen Mittel gegen
f konvergiert.

Fiir die N-te Partialsumme gilt die gleichméige Fehlerabschétzung

N

n=1

1/2
g(/ pf” + qf? da + HIf) - ZAc ||¢n||2p)

1/2
( =) ZA||¢n||2,p)

1/2
s(/ pf? +afde + H[f] - ZAc ||¢n||2,,)

(max Gt x>>”2t

z€[0,L]

(4.1-2)

Mit Hilfe der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarzschen Ungleichung (CBS-Ungl.)

‘Zanbn < (Z ai>1/2~ (Z bi)lm. (4.1-3)

erhalt man

| <( 3, ents) - ( > 5 ||¢n||2p> @14

n=N-+1 n=N+1

Wegen der Positivitit der Eigenwerte und der Stetigkeit von G(z,z) auf [0,L] ist

Z An ||¢n ZA ||¢n

n=N+1 ||2p n=1 ||2p

=G(z,z) < C. (4.1-5)
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wobei C' eine von z unabhingige Konstante darstellt. Es ergibt sich daher nach Satz 3.8

M
N,M— o0
> en(f)onl@ <c Z A (D) 6all3, ———0.
n=N+1 n=N+1

und zwar unabhéngig von x . Das ist gerade die gleichmaige Konvergenz der Fourierreihe. Die Konver-
genz im quadratischen Mittel haben wir schon im Satz 3.6 festgestellt. Es bleibt noch die punktweise

Konvergenz sowie die Fehlerabschétzung zu zeigen.

Die Eigenfunktionen ¢, sind als Losungen der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung stetig auf

dem abgeschlossenen Intervall [0, L] und daher sogar gleichméiig stetig. Damit ist aber die Funktion

oo

s(z) = > en(f)on(z) ebenfalls gleichmiig stetig. Wéare nun fiir ein xy € [0,L], f(zo) # s(zo), so
n=1

wére wegen der Stetigkeit von f und s

L
/ (f —s)?pdx > 0.
0

was im Widerspruch zur Konvergenz im quadratischen Mittel steht. Es ist also punktweise

F@) =" en(f)on(2).

Fiir die Fehlerabschitzung bilden wir in (4.1-4) den Grenziibergang M gegen unendlich.

‘f(fv) S aon@| = 3 o]
n=1 n=N+1
(n ;—H )\nC ||¢n||2,p> <n;+1 /\n(ﬁr(;(j|)§’0>

L
= ([[7 s artao s zxnc )onl, )
( ™) ZA||<z>n||2p)

Die zweite Fehlerabschétzung ergibt sich mit Hilfe von

Glz,z) EA ||¢n Z n ||¢n

< G(z,z) < max G(z,z). g
||2 0 n=N4+1 ||2 0
Die Behauptung des Satzes bleibt erhalten, wenn man allgemeine lineare Randbedingungen hat und

z€[0,L]

wei, da das Spektrum nach unten hin beschrinkt ist und die Greensche Funktion zu L mit ¢ und
A existiert. Existiert diese nicht, so mu man, wie in (3.1-10) dargelegt, zu L mit ¢ = ¢ + Mp und
X=A+M iibergehen.

Der Beweis erfolgt im wesentlichen wie im Satz 4.2. Man wahlt N so gro, da Ay41 nichtnegativ
ist, dann erhilt man statt (4.1-4)

f: n(®) <§: Zmza(gm)—zﬂ<a (4.1-6)
W Anllonlls, — = ¢n||2 IO Aullénll3,, ’ N Anllonll3,,

da ja die rechtsstehende Summe aufgrund des nach unten beschrénkten Spektrums nur endlich viele

Summanden enthalt. Den Rest des Beweises kann man wortlich ibernehmen.
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4.2. Logarithmische Ableitungen der Gammafunktion

Speziell fiir die Schwingungsgleichung mit physikalischen bzw. periodischen Randbedingungen kann

man eine etwas leichter zu berechnende Fehlerabschitzung angeben. Dazu bendtigen wir die logarith-

mischen Ableitungen der Gammafunktion.

Definition 4.1.
Die Gammafunktion ist gegeben durch

L(z) = / e 't*"tdt, Rez>0;
FO . (4.2-1)
[(z) = M, 2#40,-1,-2,...
z

Definition 4.2.
Die Psi (Digamma) Funktion ist definiert durch
dInT(z)
,(p(z) - dZ 9
dn+1

dn
M (z) = T ¥() = oy InT(z).

2#0,—-1,-2,...
(4.2-2)

Wir werden bei den Fehlerabschitzungen die Ableitungen der Psifunktion fiir groe Argumente
benottigen. Deshalb wollen wir hier die asymptotischen Formeln fiir diese Funktionen angeben. Diese
Reihenentwicklungen gelten zwar nicht exakt, doch kann man mit ihrer Hilfe leicht eine recht gute

Né&herung erhalten, indem man die Reihe abbricht, sobald die erforderliche Genauigkeit erreicht ist.

Die folgenden asymptotischen Formeln findet man etwa in Abramowitz, Stegun® .

Satz 4.3.
Die Psi (Digamma) Funktion, sowie ihre Ableitungen haben die asymptotischen Darstellungen

1 & By

¢(Z)Nln2—2—z— 3120
=1
—1)"*t(n —1)! bt 20 +n—1\ 1
m, V=D (0 tn-1) 1 _
'(/) z on 1+22 ;Bm n—1 2l y n—1,2,... (4273)
1 -1 1 -1 )
it Bb=—-, By=—-—, Bs=-—, Bs=—-——, Bio=— :
mi 2 67 4 30 » 6 427 8 30 ) 10 667 usw

B, Bernoulli-Zahlen.

Speziell erhalten wir fiir die ersten paar Ableitungen von (z):
1 1 1 1
+

1 1
(s — L _ -
V) ~ ) = 50 = 55 ¥ 150.1 T 35200 T 200F 132500
P'(2) LS S P S
2722 TG 3025 4227 309 ' G621 4.2-4
1 3 5 (4.2-4)

1 1 1 1

ne, & - -

¥() 2 23 224 628 628 0 10210 6zl12
2 3 2 1 4 3 10
~Ftagomtm

0 Abramowitz, M., Stegun, I. A.: Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs and Mathematical Tables,

chap. 6.3. p258ff. und chap. 23 table 23.2 p810.
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gleichméige Konvergenz und Fehlerabschéitzung

Die Ableitungen der Psifunktion werden wir beniitzen um bestimmte Reihen zu berechnen. Es gilt

namlich der folgende Satz

Satz 4.4.

Es gilt die Reihendarstellung, sowie die Fehlerabschatzung

- 1 1 1
S e = () LN 1 0) €
M (k +9)ntt n! n(N +9) (4.2-5)
firn=1,2,... undd#-N—-1,—-N—-2,...

Die Reihendarstellung findet man in Abramowitz, Stegun ® und die Fehlerabschiitzung erhilt man

leicht mit Hilfe des Integralkriteriums.

Wir werden vorerst die Wurzel der Ableitung der Psifunktion benétigen; deshalb wollen wir auch fiir
sie eine asymptotische Darstellung festhalten. Man erhélt sie, wenn man die Wurzel mit der binomischen

Reihe entwickelt und die asymptotische Darstellung von ¢’ einsetzt. ©

Satz 4.5.

Die Wurzel der Ableitung der Psifunktion hat folgende asymptotische Darstellung

Y'(z) ~ 7

1 1+i+ 5 ) 1361 n 179
4z 9622 384z3  92160z* = 40960z°

712003 816023 1961286227 n (42-6)
6193152026 24772608027  118908518400z% )’ '

4.3. Ergebnisse fiir die Schwingungsgleichung

Die Schwingungsgleichung mit linearen Randbedingungen hat hochstens 2 negative Eigenwerte; ihr
Spektrum ist daher nach unten beschrankt, womit die Aussagen des Satzes 4.2 gelten. Die Fehler-

abschitzung kann jedoch auch ohne die Greensche Funktion angegeben werden.

Fiir den ersten Faktor aus (4.1-2) ergibt sich

/f’2 ) dr + H[f] - ZAc 1) 16all

n=-—2

n#0

Wir miissen nur mehr den zweiten Faktor genauer untersuchen. Fiir ihn gilt aufgrund des Satzes 1.7
fir N >0

S RAC)) 2 = 1
2 TallonlE, S TVADE 2 A

Bei physikalischen Randbedingungen erhilt man aufgrund der definierenden Gleichung (1.2-6) und des

Satzes 1.4 leicht die Abschitzung

7T2

Ay > (n—140)%- I

(4.3-1)

0 Abramowitz, M., Stegun, I. A.: Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs and Mathematical Tables,
chap. 6.4. p260.

0 Zur Berechnung dieser Darstellung wurde ein algebraisches Formelmanipulationsprogramm, wie z.B. Reduce oder
muMath, verwendet.
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gleichméige Konvergenz und Fehlerabschéitzung

wobei ¥ = 0 fir Bdsign(ad — fy) < 0, ¢ :% fir ad — By #0 und B6 = 0, sowie ¥ = 1 fur

ad — By =0 zu setzen ist. Damit erhélt man

= 2 (x) 2 & L? 2L
O 2 —:—¢'N+19. 432
2 N, ST 2 oirape VWD 432

da ja bei physikalischen Randbedingungen f(N) = 1 zu setzen ist. Driickt man noch gemi Satz 1.6
die Norm der Eigenfunktionen aus, so ergibt das den folgenden Satz
Satz 4.6.

Ist f € C[0,L] fo f?(z)dx < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, so erhiilt
man fiir die Schwmgungsg]ewhung mit physikalischen Randbedingungen die Aussagen des Satzes 4.2

sowie die Fehlerabschétzung:

L
<Z(3 [ 1+ 1)

N
— Z en(f) (a Sin ppx — Blin cos,una:)
n=1

= 1/2
(@0 — By)(ay — Bopz) ,
_ ; i, <042 + B2ut + (72 +6212)L )) Y'(N+9). (4.3-3)

Falls o« =y =0, d.h.: 0 ein Eigenwert ist, so hat die Fourierreihe zusatzlich den Term

L
()o@ = 1 [ f@yda

Fiir ¥ erhalten wir
1, falls @d — By = 0;
¥=1< %, falls ad — By # 0 und 36 = 0; (4.3-4)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

Fiir die restlichen Randbedingungen gilt nach Satz 1.4
In jedem Intervall [(n — 1)w/L,nn/L] gibt es hochstens 3 Eigenwerte

und man erhélt fir N > 1

2 = 3L 6L ) -
nXN:H An ||¢n||2p = f(N+1)L XN:H (n— 1272 f(N + D)n2 P'(N). (4.3-5)

Damit kénnen wir nun den letzten Satz fiir allgemeine lineare Randbedingungen formulieren.

Satz 4.7.

Ist feC[0,L] fo f?(z)dx < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, so erhélt man

fiir die Schwingungsgleichung mit linearen Randbedingungen die Aussagen des Satzes 4.2 sowie die

Fehlerabschétzung:
N
‘ﬂ@—}j%m%@)s
n=-—2

1/ L 12 60 () (4.3-6)
;(/Of (z)de + H[f] - Z)\C ||¢n||) CESA

n=-—2
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gleichméige Konvergenz und Fehlerabschéitzung

Die Glieder copy, c—1¢—1 und c_2¢_o treten nur dann auf, wenn auch die dazu entsprechenden

Eigenwerte existieren.

Satz 4.8.

Ist f€(C[0,L] fo f?(z)dx < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, so erhélt man
fiir die Schwingungsgleichung mit periodischen Randbedingungen die Aussagen des Satzes 4.2 sowie

die Fehlerabschidtzung:

<

Znﬂ'x . 2nmx
flz) —ao(f Zan ) cos + b, (f) sin T

<2L7T2 /ff’%)dx—rin?(ai(f)+bi(f)))l/2 Y(N+1). (437

Man erhélt dieses Ergebnis wenn man wie in Satz 4.2 vorgeht und die Ergebnisse von Satz 1.9

einsetzt 0 .

0 vgl. auch Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. TV 19. p81ff.
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5. Numerische Bemerkungen

In diesem Kapitel wollen wir ein paar Ergebnisse zusammenstellen, die fiir die numerische Behand-
lung der besprochenen Gréen von Bedeutung sind. Verfahren zur numerischen Losung von Randwertauf-
gaben sind etwa in Keller © beschrieben. Wir wollen uns hier vor allem mit Aussagen grundsitzlicher

Natur befassen. Da uns nur die auftretenden Phinomene interessieren, wollen wir die Beweise weglassen.

5.1. Osgzillations- und Monotoniesatz, Asymptotische Darstellung

Satz 5.1. (Oszillationssatz)

Gegeben sei ein reguldres Sturm-Liouville Randwertproblem mit physikalischen bzw. periodischen

Randbedingungen, dann gilt

Bei physikalischen Randbedingungen gibt es unendlich viele Eigenwerte; alle Eigenwerte sind reell
und lassen sich als eine monoton gegen +oo wachsende Folge A1 < Ay < ... mit den dazugehérigen
Eigenfunktionen ¢1,¢s,... schreiben. Alle Eigenfunktionen sind einfach. Die n-te Eigenfunktion

hat im offenen Intervall (0,L) genau n — 1 Nullstellen.® ©

Bei periodischen Randbedingungen lassen sich die Eigenwerte als zwei gegen +oo divergierende
Folgen \; < Xy < ... sowie A\g < A\; < ... mit A\, < A\, < A\py1 Schreiben. Falls A\, = X\,
so ist A\, ein doppelter Eigenwert, ansonsten ein einfacher Eigenwert. Es seien ¢, bzw. an die
entsprechenden Eigenfunktionen, dann gilt: ¢, bzw. &, haben im halboffenen Intervall (0, L]

genau 2n Nullstellen.°

Es zeigt sich, da die Eigenfunktionen mit wachsenden Eigenwerten immer stirker oszillieren. Dies ist
vor allem bei der numerischen Berechnung von Integralen iiber diese Eigenfunktionen zu bertiicksichtigen.

Genauer gilt folgende asymptotische Darstellung

0 Keller, H. B.: Numerical Methods for Two-Point Boundary-Value Problems.

0 Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, I. Gewdhnliche Differentialgleichungen, B. §3 9.2
(a1) p260.

0 Falls ¢(0) =0 und #(L) =0, so findet man das Ergebnis in Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential
Equations, chap. VII 38. pl171ff.

0 Kamke, E.: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, I. Gewdhnliche Differentialgleichungen, B. §3 9.2
(a2) p263f.
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Satz 5.2.

Fiir die Lésung ¢(z) = a¢1(x) + b2 (x) der Differentialgleichung

d( d
%(pﬁgs) — o+ Ao =0, z¢€(0,L).

gilt asymptotisch

b1(z) ~ Wcos<ﬁ/j \/%dﬁ);
o2(z) ~ Wsin(ﬁ/j \/%(Lﬁ).

Man findet dieses Ergebnis etwa in Olver © . Gleich wie in Kapitel 1.2 bestimmt man aus der Rand-

(5.1-1)

bedingung bei 0 die Konstanten ¢ und b und den Eigenwert aus der Randbedingung bei L. Weiters
lassen sich Aussagen {iber die Verteilung der Eigenwerte® und iiber Schranken fiir die auftretenden

0

Eigenfunktionen ® machen.

Zuletzt sei noch der Monotoniesatz angegeben, der den Einflu der einzelnen Parameter der Dif-
ferentialgleichung auf die Eigenwerte beschreibt. Man beniitzt dieses Ergebnis um Schranken fiir die

Eigenwerte zu gewinnen.

Satz 5.3. (Monotoniesatz)

Wir betrachten ein reguldres Sturm-Liouville Randwertproblem

d d
—(r0) —ao+ Mo =0, ze(.D).

mit den Randbedingungen ¢(0) =0 und ¢(L) =0, dann gilt:

Verkleinert man das Intervall (0, L), vergréert p oder q oder verkleinert p, so wachsen alle Eigen-

werte A\, an.°

Ahnliche Resultate erhilt man fiir allgemeine lineare Randbedingungen. °

5.2. Eigenwerte und Eigenfunktionen

Das allgemeine Problem ist aufwendig zu l6sen. Man geht hier im wesentlichen wie in Keller©

beschrieben vor. Bestimme die eindeutige Losung zu

T (pL6) —ao+ 2po=0;

dr \"dz
ag(0) + 54/ (0) = 0 (521
ap(0) + B¢'(0) = 0;
af — Ba £ 0.

0 Olver, F. W. J.: Asymptotics and Special Functions, chap. 6 2.4 Theorem 2.2 p196.

0 Titchmarsh, E. C.: Eigenfunction Expansions associated with Second-order Differential Equations, chap. VII p143ff.

0 Titchmarsh, E. C.: Eigenfunction Expansions associated with Second-order Differential Equations, chap. VIII p165fF.

0 Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. VII 38. p174.

0 Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. VII 38. p175.

0 Keller, H. B.: Numerical Methods for Two-Point Boundary-Value Problems, chap. 1 1.2 p7ff. und chap. 5 5.1, 5.2 p122ff.
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die man mit Hilfe eines numerischen Integrationsverfahrens® berechnet. Dann hat man das Nullstellen-

problem
F(\) =~¢(L) +6¢'(L) = 0. (5.2-2)

zu 16sen. Beachte, die Ableitung der Eigenfunktion ¢ nach 2 wird bei der numerischen Integration
automatisch mitberechnet. Zur Losung dieses Nullstellenproblemes empfiehlt es sich das Sekantenver-
fahren, wie in Schwarz® beschrieben, zu verwenden. Es ergeben sich hier zwei Vorteile gegeniiber dem
sonst iblichen Newtonverfahren. Zum einen mu man nicht die Ableitung von ¢ nach A berechnen und
zum anderen ergibt sich bei einem Doppelschritt der Sekantenmethode, der ja gleich aufwendig wie ein

Einzelschritt des Newtonverfahrens ist, eine etwas groere Konvergenzordnung® .

Bei der Schwingungsgleichung ergeben sich wesentliche Vereinfachungen, da man eine Darstellung
fiir die Eigenfunktionen und einfach transzendente Gleichungen in den Koeffizienten der Randbedin-
gungen fiir die Eigenwerte zur Verfiigung hat. Satz 1.4 gibt uns giinstige Startintervalle zum Suchen der

Eigenwerte, soda diese mit dem Newton- oder Sekantenverfahren effizient berechnet werden konnen.

Weiters sei noch bemerkt, da mit Hilfe des Satzes 5.2 eine asymptotische Darstellung fiir die Eigen-

werte gewonnen werden kann.

5.3. Fourierkoeffizienten, Fourierreihen und Fehlerabschatzungen

Im allgemeinen wird man auf numerische Integrationsmethoden zurtickgreifen miissen. Aufgrund des
Oszillationssatzes und der asymptotischen Darstellung mu man jedoch solche Verfahren heranziehen,

die den Oszillationscharakter der Eigenfunktionen beriicksichtigen.

Bei der Schwingungsgleichung ergibt sich eine wesentliche Verbesserung wenn sich die Fourierkoef-
fizienten mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation (FFT) © berechnen lassen. Dies ist bei Dirichlet-,

Dirichlet-Neumann-, Neumann-Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen moglich.

Bei der Auswertung der Fehlerabschitzungen ist zu beachten, da bei den auftretenden Differenzen
Stellenausloschung auftreten wird. Daher wird man mit diesen Fehlerabschitzungen nur eine begrenzte
Genauigkeit erreichen. Es stellt sich jedoch heraus, da aufgrund des Faktors \, = p2 > (n — 1)?>72/L>
in der Fehlerabschétzung (4.1-2) diese schnell konvergieren, soda man meist nur die ersten paar Glieder

benotigen wird.

0 z.B.: mit der eingebetteten Runge-Kutta Methode DOPRI 4(5) mit Schrittweitensteuerung.

0 Schwarz, H. R.: Numerische Mathematik, Kap. 5.3.1, 5.3.2 p198ff.

0 2.6... beim Doppelschritt der Sekantenmethode gegeniiber 2 beim Einzelschritt des Newtonverfahrens.

0 Eine elementare Beschreibung der FFT findet man z.B. in Schwarz, H. R.: Numerische Mathematik, Kap. 4.2 p152ff.
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x

6. Tabelle zur Schwingungsgleichung

In diesem Kapitel sollen die Ergebnisse der ersten paar Kapitel fiir die Schwingungsgleichung zusam-

mengestellt werden. Da alle Aussagen schon in allgemeinerer Form bewiesen worden sind, wollen wir

hier nur die Ergebnisse in tabellarischer Form angeben.
1. allgemeine physikalische Randbedingungen
Differentialgleichung;:

¢"+Xp=0, xe€(0,L)
ap(0) + B¢’ (0) = 0;
Yo(L) + 6¢'(L) = 0.

Dabei sind «, 3, und ¢ wie in Definition 1.2 zu wéhlen.

Losung:
On(T) = asin ppx — By, COS ln®;
pn  16st (ay 4 Bop?)sin uL + (ad — By)pucos uL = 0;
7 T
(n—1+19)zgun§nz, neN A = 2.
Norm:
L (ad — By)(ay — Bopy)
2 _Lf o 2 2 n
lpnll® = 2<O‘ + 0%, + (72 + 022)L :
Fourierreihe:
o0
f(z) ~ Z cn(f) (asin pn@ — By €O pin);
n=1
2(v* 4+ 0%u,
en(f) = (v i)

(@2 + B2u2)(v2 + 2u2)L + (ad — By) (ay — Boul)

L
/ flz)(asin upz — Bun cos upz) de, n
0

(6.1-1)

(6.1-2)

(6.1-3)

(6.1-4)

Falls a =~ =0, d.h. falls 0 ein Eigenwert ist, so hat die Fourierreihe von f den zusétzlichen Term

L
w(f)on(@) = 7 [ fa)ds.
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Fehlerabschétzung:

Fla) - Snla)| < & ( /f’2 )de + 2 HIf

N _ _ 2 1/2
D R e L103) IV )
n=1 n

(6.1-6)
wobei
0, falls =0, 6=0;
vf(L)3?, falls 3 =0, §=1;
Hf] = 6.1-7
] —af(0)?, falls 3 =1, 6=0; ( )
vf(L)? —af(0)?, falls =1, 6=1.
und

1, falls ad — vy =0;
%, falls ad — 3y # 0 und (6 = 0; (6.1-8)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

7u setzen ist.

2. periodische Randbedingungen

Differentialgleichung;:
¢"+Xp=0, z€(0,L);
. , (6.2-1)
¢(0) = (L); ¢'(0) = ¢'(L).
Losung, Norm:
. 2nmx 2nme
on(z) =1, sin , cos ; lléoll” =
L L 6.2-2
2n7T 2 2 L ( se )
/\n:(T), n=20,1,... llonll -3
Fourierreihe:
2nﬂx . 2nmx
) ~ao(f +Zan cos + b, (f) sin 7
= / () da
(6.2-3)
2
/f T G, n=1,2,...
= f/ f(x)sin n;/mdgc7 n=12,...
0
Fehlerabschatzung:
l 2nmx 2nmax
—ao(f Z ) cos + by (f) sin <

L [ N 1/2
(W/o fP@)de = n?(al(f) + bi(f))) V(N +1). (6.2-4)
n=1
3. Dirichlet Randbedingungen
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Differentialgleichung;:
¢"+ Ao =0, x¢€(0,L);
(6.3-1)
¢(0) =0; ¢(L)=0.
Fourierreihe:
F(@) ~ D enlf) sin =7
. (6.3-2)
enlf) =2 [ pwysin T dn, n=1.2
Fehlerabschatzung:
2L, L N 1/2
1) -svo)| < (5 [ 1Pwac- X)) Vow D, (633)
n=1
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4. Dirichlet-Neumann Randbedingungen

Differentialgleichung;:
¢"+Ap=0, z€(0,L);
¢(0)=0; ¢'(L)=0.
Fourierreihe:
> (n—3)rz
)~ 3 enlf)sin =P
2 [F n— e
cn(f) - Z/O f(x)SID I3 dl’, 7’L—1,2,
Fehlerabschatzung:
2L 12 ? 2 1z ! 1
10 - sv)| < (3 [ - (n——) a) e (v+d).

5. Neumann-Dirichlet Randbedingungen

Differentialgleichung;:
" +Xp=0, ze€(0,L);
¢'(0) =0; (L) =0.
Fourierreihe:
e _1
F@) ~ 3 ealy o 2T,
n=1
2
f/ cos L) de, n=12,
Fehlerabschétzung:

o1 < (2 [ o5 o) ) Yol ).

6. Neumann Randbedingungen

Differentialgleichung;:
¢" +Ap=0, z€(0,L);
¢'(0)=0; ¢'(L)=0.
Fourierreihe:
f(x) (/) + ic (f) cos nre,
2 =" L’
9 (L
enlf) = —/ fl@)eos T de, n=0,1,
L Jo
Fehlerabschatzung:

10 - 55| < (2 [ ro@ae - Yan) VI
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(6.4-2)

(6.4-3)

(6.5-1)

(6.5-2)

(6.5-3)

(6.6-1)

(6.6-2)
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7. Dirichlet-Robin Randbedingungen

Differentialgleichung;:

" +Xp=0, x€(0,L);

#(0)=0; ¢'(L)+ho(L)=0, h>D0.
Fourierreihe:

)

z) ~ ch(f) sin pu, ;3
en(f) = M/ flz)sinp,xde, n=12,.
(W +u2)L+h
n lost  pcot uL = —h.

Fehlerabschétzung:

)~ sv@)| < £(2 [ 1o+ 2
N 1/2
- (4 ) A0) (v

8. Neumann-Robin Randbedingungen

Differentialgleichung;:

¢"+ A =0, =z¢€(0,L);

¢'(0)=0; ¢'(L)+hé(L)=0, h>0.
Fourierreihe:

)~ 3 enlf) cosin
2(h? +
Cn(f):(hZ(-i-,u—lzn-l-h/ f(x)cos uprde, n=1,2,...
Wn lost  hcotuL = p.

Fehlerabschétzung:

flz) - sN(x)‘ < %(% /OLf’2(x) dr + %f(L)Zh

. iu (1 ; m)cim) BTy

9. Robin-Dirichlet Randbedingungen

Differentialgleichung;:
¢"+Xp=0, x€(0,L)
¢'(0) = he(0) =0, h>0; &(L)=0.
Fourierreihe:
o0
@) ~ S ealf) (hsin i + py cos raz);
n=1
2 L
Cn(f) = WA f(a:)(hsmpnx—i—uncosunx) d$7 n = 172,...

tn 10st  pcot uL = —h.
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(6.7-2)

(6.7-3)

(6.8-1)

(6.8-2)

(6.8-3)

(6.9-1)
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Fehlerabschétzung:

- sv| < £(2 [ e+ 2sorn
N

L 12 : (6.9-3)
-~ 2 (12 2, Y o / 1
;un(h + 2+ L)%(f)) w(N+3)
10. Robin-Neumann Randbedingungen
Differentialgleichung;:
¢"+Xp=0, z€(0,L);
(6.10-1)
¢'(0) —h¢(0) =0, h>0; ¢'(L)=0.
Fourierreihe:
F(@) ~ 3 eulf) (hsin e + iy cos poa);
n=1
2 L . (6.10-2)
Cn(f) = WA f(a:)(hsmpnx—{—uncosunx) dSU, n = 172,...
Wn lost  hcotuL = u.
Fehlerabschétzung:
L(2 (* 2
— < Z( = 2 = 2
)= swo| < 2(3 [ 12@as+ F 1020
N ) 1/2 (6.10-3)
- (r e p)am) VI
n=1

11. Robin Randbedingungen

Differentialgleichung;:
" +Xp=0, =xe(0,L);
#'(0) — he(0) =0, h > 0; (6.11-1)
&' (L) + ko(L) =0, k>0.

Fourierreihe:

f(z) ~ Z cn(f) (hsin pna + i €OS pin@);
n=1

2(K* + pi3,)
(W% 4+ u2)(k? + p2)L + (h + k) (hk + p2) (6.11-2)

Cn(f) =

L
/ f(z)(hsin ppx + py, cos ppz)de, n=1,2,...
0

pn  16st (b4 k)pcot uL = —hk + p.
Fehlerabschatzung:

L
1) = sw(@)| < £(F [ 2@de+ Zowre+ 207

N 2 1/2
512, o (R+E)(hk+ps)\ » ;

(6.11-3)
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7. Allgemeines zu partiellen Differentialgleichungen

Wir wollen nun die in den ersten Kapiteln gewonnenen Ergebnisse auf partielle Differentialgleichun-

gen anwenden und werden dabei wie folgt vorgehen:

Im ersten Schritt werden wir mit Hilfe der Separationsmethode bzw. der partiellen Fouriertransfor-
mation die Losung des gestellten Problems gewinnen. Da die Lésung vielfach in der Literatur zu finden

ist, werden wir diese Ableitung nur skizzieren und im wesentlichen auf Literaturangaben verweisen.

In einem zweiten Schritt wollen wir eine gleichméige Abschétzung des Fehlers beim Abbruch der

Reihen gewinnen. Die Methode wurde schon in Satz 4.2 bzw. 4.6ff. beniitzt, sie lautet:

1.) Anwenden der Cauchy-Bunyakovskii-Schwarzschen Ungleichung (CBS-Ungl.), soda ein Faktor

durch eine der zwei folgenden Gleichungen abgeschitzt werden kann.

2 2 Lo ) B
> (el = [ o (3.2-4)

L
S A (f) I6nl3, = /0 pf? +af* do + HJI. (3.2-6)

2.) Abschiitzen von ¢2/||¢nll3 ,, An usw. und Summation der entstehenden Reihe mit Hilfe der

P
Psifunktion.

Den ersten Teil des Beweises 4.2, namlich die gleichmiige und punktweise Konvergenz der entsprechen-Ji
den Reihe, werden wir jeweils iiberspringen, da sich die dafiir bendtigten Schritte beim Aufstellen der

Fehlerabschitzung wiederholen.

Aus der Fehlerabschétzung kann man Bedingungen ablesen, soda die Losung w stetig ist und die
Randbedingungen erfiillt. Soll u auch noch die Differentialgleichung sowie die Anfangswerte erfiillen,
so mu man analog wie fir u die gliedweise differenzierten Reihen von u abschitzen. Es stellt sich
heraus, da eine groere Regularitét der Inhomogenitét der Differentialgleichung sowie der Anfangswerte
verlangt werden mu, als dies fiir die Konvergenz der Reihe fiir 4 notwendig wire. Wir wollen dies aber

nicht niiher ausfiihren, da es weit iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausfiihren wiirde. °

0 vgl. Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations.

-39 —



Allgemeines zu partiellen Differentialgleichungen

Bevor wir uns endgiiltig mit der ersten Differentialgleichung befassen, wollen wir noch ein paar
Notationen festhalten. Wir bezeichnen durchgehend die Eigenfunktionen des entsprechenden Rand-
wertproblems mit ¢, und mit A, die dazugehorigen Eigenwerte. Da in allen behandelten Problemen
aufgrund der physikalischen bzw. der periodischen Randbedingungen alle Eigenwerte nichtnegativ sind,
bezeichnen wir mit Ay den Eigenwert 0 (falls dieser auftritt) und mit A, , n € N die echt positiven

Eigenwerte. Um uns Fallunterscheidungen zu sparen, werden wir Terme, die nur beim Eigenwert 0

auftreten, in geschlungene Klammern setzen. Ist 0 kein Eigenwert, so sind diese Glieder wegzulassen.
Wir werden im folgenden solche Klammern in keinem anderen Zusammenhang beniitzen, soda diese

Schreibweise eindeutig ist.
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8. Die Warmeleitungsgleichung

8.1. Die gewohnliche Warmeleitungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen

Definition 8.1.

Die inhomogene Wirmeleitungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen ist definiert durch

ou 9%u
E— W_F7 I'E(O,L),t>0, k>0,
u(z,0) = f(x); (8.1-1)
ou ou
au(0,t) + ﬂ%(Q t) =0, ~yu(L,t)+ 5%([/,75) =0, phys. Rb.

Ausfiihrliche Darstellungen dieser Differentialgleichung findet man in Carslaw, Jaeger® oder in

Crank © . Mit dem Separationsansatz v = T X erhélt man fiir die homogene Gleichung

! "
T,

T X A\ = const.

Es mu X die Gleichung

X"+ )AX =0;
phys. Rb.

erfiillen, also gerade die Schwingungsgleichung. Ihre Eigenwerte A, und Eigenfunktionen ¢, haben

wir in Kapitel 1.2 genau studiert. Mit der partiellen Fouriertransformation

!
l16nl?

1 L
A,(t) = W/o F(z,t)p,(z) dx.

L
an(t) / w(er, ) (@) do

0 Carslaw, H. S., Jaeger J. C.: Conduction of Heat in Solids.
0 Crank, J.: The Mathematics of Diffusion.
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erhalten wir aus der partiellen Differentialgleichung die gewohnliche Differentialgleichung
al, + Apkan, = Ap;

an(0) = cn(f).
wobei ¢, (f) der gewohnliche Fourierkoeffizient von f beziiglich ¢,, ist. Als Losung dieser Gleichung
ergibt sich

t
an(t) = en(f) exp(—A, kt) + / exp(—Apk(t — 7)) An(7) dr. (8.1-2)

0
Setzt man in die Losung u = > an(t)o,(x) die berechneten Gréen aus Kapitel 1.2 ein, so erhdlt man

Satz 8.1.

Die Losung der inhomogenen Warmeleitungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen ist gegebenfi

durch® 0 0

u(z,t) = {ao(t)} + Z an(t) (a Sin i@ — By cos Nnx);

0n(t) = o) expl=itht) + [ exp(=p2k(t =) An(r)dr, m=1.2....

2(y2 + 6%12)

) = @ o7 + R + (0~ 5~ o)
. /OLf(x)(asinunm ~ Bin cospinz) dr, n=1,2,...
A(t) = 2(72 +0%uy) (8.1-3)
(@2 + B2uz) (V2 + 6% p3 ) L + (@ — By)(ay = Bou3)
. /LF(x,t)(asinunx ~ Bin cospnz) dr, n=1,2,...
tn > 0 10st :

(y + B6p*) sin pL + (ad — By)pcos uL = 0;

Falls =y = 0, so ist auch 0 ein Eigenwert.

wtr =7 [ (10 + [ Fienar)de

Da sich fiir die Falle f #0, F =0 und f =0, F' # 0 qualitativ verschieden groe Fehler ergeben,

werden wir diese getrennt angeben. Wegen der Linearitdt des gestellten Problems ergibt sich der

Gesamtfehler als Summe der beiden Einzelfehler, da ja auch die Lésung Summe der beiden Einzel-
16sungen ist. Zuerst der Fall f #0, FF =0

o0 2
e SnP =] S enlf) exp(—p2kt)om(x)
n=N+1
oo oo 2
nQU
< 3 MANIG? X w2k (CBS-Ungl)
n=N-+1 n=N-+1 n n
o0 o0 2
X
<ep(-dibte) S MANGIP Y TG fllst 2 b
n=N+1 n=N+1 "~

0 vgl. Carslaw, H. S., Jaeger J. C.: Conduction of Heat in Solids, chap. IIT §3.9 p114ff. und §3.11 p126.

0 siche auch: Vladimirov, V. S. et Coll.: Recueil de Problémes d’Equations de Physique Mathématique, chap. VI §20 2.
p2361F.

0 vgl.: Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, p56ff.
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Letzten Ausdruck haben wir bereits in Kapitel 4.3 eingehend diskutiert. Setzen wir das Ergebnis ein,

so erhalten wir

L
|u—sN|25exp<—2u%+1kto)(/o 77 () do + HIf] — Zu ||¢n||2) W 4 9).

und mit Kapitel 1.2 ergibt sich weiters

Satz 8.2.

Ist f € C[0,L] fo f?(z)dx < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, F = 0, so
erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 8.1 fiir x € [0,L], ¢t >ty die Fehlerabschéitzung

|u(a:,t)—SN(x,t)| < %exp( NN+1kto)< / 72z )dm+%H[f]

o o o (0= BNy = B82) o o\ (8.1-4)
_nzlun<a + 3%y, + vy )cn(f)) DN +0).
wobei Sy(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist H[f] durch
0, falls B =0, 6=0:
H[f] = ’1'2(]‘[‘/()02)72, 232 g i (1) 2 i ; (8.1-5)

vf(L)? — af(0)?, fallsp=1, &6=1.

und Y durch
1, falls @d — By = 0;
Y= %, falls ad — 3y # 0 und (6 = 0; (8.1-6)
0, falls Bdsign(ad — B7v) < 0.
gegeben.

Obiger Satz garantiert uns, da u eine stetige Funktion auf dem Gebiet G' mit G = (0, L) x RT ist.
Es gilt daher aufgrund der Stetigkeit

=" cnlf) exp(—ppkt) b ();
0) = ch(f)¢n(x) = f(2).

d.h., da der Anfangswert angenommen wird. Damit nun u auch tatsichlich eine Losung des Differ-
entialgleichungsproblems ist, mu man zeigen, da u die nétigen Ableitungen nach 2 und t besitzt.

Analog wie im Beweis des Satzes 1.7 erhélt man

d(z) = asin i@ — Py €oS nt = /a2 + B2 u sin(upe + 9);

(8.1-7)
&' () = Qi cOS pn + B2 sin iz = pinr/a? + B2p2 cos(pu,x + 09).
und daraus
2
len ()] < |f(@)]. (8.1-8)

2 2,2 Sup
\/a +B My, z€[0,L]
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Damit erhilt man die Konvergenz der erforderlichen Ableitungen in G , denn es gilt aufgrund der obigen
Abschétzungen fir e, (f), én(z) und ¢/, (z) fiir die gliedweise differenzierten Reihen von u

ou

—| <2k sup T 2 exp(—p2kt);
| <2 s 170 Y e
ou

—1 <2 sup [f(@)] ) pnexp(—ppkt);
o mE[O7L]| @] ( )

@ <2 sup |f(x)|z 2 exp(—pkt)

61’2 — IE[O’L] l‘l”n /’I’n :

Durch gliedweises Differenzieren der Losung u stellt man nun leicht fest, da u die Differentialgleichung

und die Randbedingungen erfiillt, womit wir auch den Satz 8.1 fiir F' =0 bewiesen haben.

Als néchsten Schritt werden wir nun die Fehlerabschitzung fiir f = 0 berechnen. Dazu wollen wir

zuerst den Koeffizienten a,(t) abschitzen

Q2 (t) = (/Ot exp (=2 k(t — 7)) An(7) dT>

t t
< / exp(—2upk(t — 7)) dr [ A% (r)dr, (CBS-Ungl.)
0 0

2

1 t
= 52k (1 —exp(—2u2kt)) /0 A2(r)dr

— 2u2k
Es ergibt sich
< 2unk/ A2 (7)dr, fir t €[0,T]. (8.1-9)
Daraus erhalten wir mit Hilfe von Kapitel 4.3 die Fehlerabschétzung
o0 2
lu—Sn|* = Z an(t)on(z)
n=N+1
<> naA@el Y 5 (ossume)
n=N+1 n=N+1 "
< Z 5 TA2 (7) dr [|¢nll® %w’(NH‘/‘)
aeNt1 nQN " "o '

Der erste Faktor 14t sich durch die Parsevalgleichung fiir z — F(x,t) umformen.

T L T N T
2 2 2 _ 9 B , )
P N+1/ A2 (7)dr || dnl| /0/0 F>(¢,7)dédr {L/O Ao(r)dr} nz:jl/o A2 (1) dr ||6nl .

Setzt man nun noch die Ergebnisse aus Kapitel 1.2 ein, so erhélt man folgenden Satz

Satz 8.3.
Ist F € L?((0,L) x(0,T)), f=0, so erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 8.1 fiir x € [0,L], t € [0,T]
die Fehlerabschatzung

e, )= (,0)] < —= (% //F (€ dgdr—{%/T(/LF@,T)@)ZT}

N 5 5 /2
_7LZI<QZ +BZN?L ( (,}/ﬂ’y—‘)—(;’y ﬂ Nn )/ A2 dT) 1/)'(N+19)

(8.1-10)
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wobei Sn(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist ¥ durch

, falls ad — vy =0;
, falls ad — v # 0 und 5 = 0;

(8.1-11)
, falls Bdsign(ad — Bv) <O0.

O = =

gegeben.

Zu beachten ist, da der Ausdruck in geschwungenen Klammern nur bei a =~ = 0 auftritt!
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8.2. Die gedampfte Schwingungsgleichung

Im folgenden werden wir oOfters nach Eigenfunktionen der geddmpften Schwingungsgleichung en-
twickeln.
Definition 8.2.

Das Randwertproblem der geddmpften Schwingungsgleichung auf dem Intervall (0, L) ist definiert
durch die Differentialgleichung

¢'" —2a¢' + ¢ =0, z€(0,L), abel

/ (8.2-1)
bzw. (exp(—?ax)¢') + Aexp(—2ax)¢ = 0.
zusammen mit den linearen Randbedingungen
ag(0) + 5¢'(0) =0, (e, B) # 0;
(8.2-2)

v6(L) +0¢'(L) =0, (v,0) # 0.
die die Normierung (1.2-3) erfiillen sollen. Wir betrachten nur physikalische Randbedingungen von
denen wir zusatzlich verlangen

{ a+a<0, fals (ad— Bv)8 #0;

8.2-3
a+v>0, falls (ad—p7)d#0. ( )

Das ist ein regulédres Sturm-Liouville Randwertproblem mit p = p = exp(—2az) und ¢ = 0. Es
treten daher nur nichtnegative Eigenwerte auf. Sehr niitzlich wird sich folgendes zu obiger Definition

aquivalentes Problem erweisen

5” + o =0, 6 =exp(—az)p, A=a’+\>0;
0d(0)+ B (0)=0, a=a+ab, B=4 (8.2-5)

YO(L) +36 (L) =0, ~y=v+ad, d=0.
Unter oblgen Voraussetzungen fiir physikalische Randbedingungen gilt, da entweder ad — ﬂv =0 oder,
da a (5 wiederum physikalische Randbedingungen definieren. Aus den definierenden Gleichungen
(1.276) fiir nichtpositive Eigenwerte erhélt man leicht, da by < 0 genau dann auftritt, falls a =~v =10
und somit A = —a? ist. Daraus ergibt sich mit (8.2-3) als einzige Moglichkeit A\g = 0 und ¢g = 1.
Die Eigenfunktionen zu positiven Eigenwerten X ergeben sich sofort nach den Sitzen 1.1 und 1.2.

Substituiert man gemé (8.2-5) zuriick, so erhilt man
Satz 8.4.

Das Randwertproblem der gedampften Schwingungsgleichung hat die Eigenfunktionen

6n(z) = exp(az)o,, (x) = exp(az) ((a + aB) sin iz — Bjun 08 1)
Mp=a’+p2, n=12,... (8.2-6)
fn >0 18st  (ay+a(ad + By) + B8(a® + p?)) sinpL + (ad — By)pcos uL = 0.
Falls « = v = 0 und gemé (1.2-3) B = § = 1 ist, so tritt auch der Eigenwert 0 mit der
dazugehdrigen Eigenfunktion ¢g =1 auf.

Als néchstes wollen er die Elgenwerte abschitzen. Fiir ad — E; 0 gilt nach Kapitel 1.2
un =nm/L. Sind dagegen «, 5 physikalische Randbedlngungen so erhélt man (n —1+ 19)71'/ L<
pn < nmw/L, wobei ¥ durch (4.374) gegeben ist. Aufgrund von ad —ﬂ’y =ad—pvy, f=p0 und y=7

erhalt man daraus unmittelbar
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Satz 8.5.

Fiir die Eigenwerte der gedampften Schwingungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen wie
in Definition 8.2 gilt
An = a2 + Ni;
s s (8.2-7)
(n_l"'ﬁ)z < Hn Snf
wobei
1, falls @d — By = 0;
¥=1< %, falls ad — By # 0 und 36 = 0; (8.2-8)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

Die Norm berechnen wir wie folgt

L L
6018, = | i@ exp(=20s)de = |5 @)ds =11,
Mit Satz 1.6 erhélt man daraus leicht
Satz 8.6.
Die Norm der Eigenfunktion ¢o(x) =1 ist gegeben durch

L, falls a = 0;
doll5, = { 1 (8.2-9)

% (1 —exp(—2aL)), falls a #0.

und von ¢, (z) = exp(az)((a + af) sin ppx — B cos pypz) durch

L 6 — + a(ad + ) + Bo(a® — pp
16,18, = ((0-+ ag)? + ) 5 + =TGR e —b)) - (5210

Beachte, fiir a = 0 ergibt sich ||¢o||* auch als Grenzwert a — 0. Wir werden daher oft nur den Fall

a # 0 anschreiben und a = 0 als Grenzfall interpretieren. Da entweder ad — E; =0 oder & )
physikalische Randbedingungen definieren, gilt weiters nach Satz 1.7

Satz 8.7.

Es gilt die Abschétzung

~2
) o) 2 o a2 )
Toul,, ~ P20) 7 2 < exp(2as) 7. (82-11)

Satz 8.8.

Die Fourierreihe von f ist gegeben durch
f={colF)}+ 3 ealf) explaz) (@ + aB) sin oz — Bjin cos jna):
n=1

en(f) = 2((y +ad)® + %)
" ((a+afB)? + B2u3)((y + ad)? + 023 ) L + (ad — By)(ay + a(ad + Bv) + Bd(a? — pi7;))

L
- / f(z) exp(—az) ((a + af) sin pipa — Bpin cos ppx) dz n=1,2,...
0

falls a« = v =0, so ist auch 0 ein Eigenwert

a L
co(f) = #(_QQL)/O f(x)exp(—2azx) dz.

(8.2-12)
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Falls a =0, so ist co(f) durch seinen Grenzwert fiir a — 0 gegeben, ndmlich
1
—/ f(z)dz, fallsa=0.
L Jo

Bei der Fehlerabschétzung gehen wir analog zu Satz 4.6 vor

[e’e) 2
If=SnlP=| Y en(f)dnla)
n=N+1
n=N+1 n=N+1 n 20
< (/Lf'2<x>exp<—2ax>dx+H[f]—fxa?ﬂﬂ) () 16nl2 ) s
> o o n)Cn nll2,p L N+1)\ ||¢n||2p

Der zweite Faktor ergibt nach den Satzen 8.5, 8.7 und 4.4

o0

2exp(2az)/L
Z An ||¢n||

2L
< max(1,exp(2aL)) = '(N +1). (8.2-13)
n=N+1 neng1 @+ ((n =1+ 79)77/L)2 ( ) i

Wir haben also

Satz 8.9.

Ist feC[0,L] fo f(z) exp(—2azx) dr < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, so
erfiillt die Fourierreihe von f fiir @ € [0,L] die Fehlerabschdtzung

L
#a)=Sn(0)] < £ max(t,exp(aD) VIV 1] (3 [ 720)expl(-200)do + 11

N 1/2
_ 2, .2 5 2o, (ad = py)(ay +a(ad + By) + Bd(a® —pp)) »
(8.2-14)
wobei Sy(x) die N-te Partialsumme der Reihe fiir f ist. Weiters ist H[f] durch
0, falls 5 =0, §=0;
L)2exp(—2aL falls B =0, &=1;
Hf] = ) §Xp( al). alls £=0, ’ (8.2-15)
—af(0)?, falls 5 =1, §=0;

vf(L)?exp(—2aL) — af(0)?, falls3=1, §=1

und Y durch
1, falls ad — By = 0;
9= %, falls ad — By # 0 und 6 = 0; (8.2-16)
0, falls Bdsign(ad — B7) < 0.
gegeben.
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8.3. Die gedampfte Warmeleitungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen

Definition 8.3.

Die inhomogene, gedampfte Warmeleitungsgleichung mit physikalischen Randbedingungen ist definiertf]

durch
ou 0%u ou
5l t2kao =F L 1., b>0;
ot k3x2+ka3x+bu ., x€(0,L),t>0, k>0,abel,b>0;
U(l’,O) = f(l‘),
8.3-1
au(0,t) + ﬂ%((), t)=0, ~u(L,t)+ (5%(L,t) =0, phys. Rb. ( )
837 83’;
- a+a <0, falls (ad— pv)B #0;
zusétzlich gelte
a+vy >0, fals (ad—pv)d#0.
Als Spezialfiille ergeben sich die Gleichungen °
ou 0%u
PR S - F L > 0:
o oz thu=F w€(0,L),t>0, k>0,b>0;
ou 0%u ou
% Fom 7= 8.3-2
of oz t2kag =F, w€(0,L),t>0, k>0, abel (8.3-2)
ou 0%u
= kg5 =F L)t k> 0.
ot D2 , x€(0,L),t>0, >0

Der Separationsansatz u =T X liefert fiir die homogene Gleichung

TI XII XI
ll SN ) Pl
T+b k(X aX>

=k, A = const.

Es mu also X die geddmpfte Schwingungsgleichung
X" —2aX + AX = 0;
phys. Rb.
erfiillen, die wir im letzen Kapitel diskutiert haben. Mit der partiellen Fouriertransformation
1

~ lionll3,

A,(t) = m /OLF(x,t)¢n(x)exp(—2ax) dx.

L
an(t) | w00 @) exp(=2a0) da

erhalten wir
ayn, + Ak +b)a, = Ap;
an(0) = cn(f).
wobei ¢, (f) der gewohnliche Fourierkoeffizient von f beziiglich ¢,, ist. Als Losung dieser Gleichung
ergibt sich

an(t) (8.3-3)

cn(f) exp(—(Ank + b)) + /0 exp(—(Ank + b)(t — 7)) A, (7) dr.

Setzt man in die Losung u = > a,(t)d,(x) die im letzten Kapitel berechneten Gréen ein, so erhélt

man

0 siehe auch Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, allg. Fall: p64ff., a = 0: p59ff.,
b=0: p62ff. und a =b=0: p56ff.
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Satz 8.10.
Die Lésung der inhomogenen, geddmpften Warmeleitungsgleichung mit physikalischen Randbedin-
gungen ist gegeben durch®

u(z,t) = {ao(t)} + Z an(t) exp(az) (o + aB) sin pp® — Bl €OS finT);

n=1
an(t) = en(f) exp(—(u2k + a’k + b)t) + /t exp(—(u2k +a’k +b)(t — 7)) Ap(T)dr, n=1,2,...
0

en(f) = 2((y +ad)® + %)
" ((a+aB)? + B2p2) (v + ad)? + 022 ) L + (ad — By)(ay + a(ad + ) + Bd(a® — p2))

L
. / f(z) exp(—ax)((a + ap) sin pn@ — Bpun cos ppz) dz, n=1,2,...
0

2((y + ad)® + 8°piy)
((a+ap)? + B2ud) (v + ad)? + 62p ) L + (ad — By)(ay + a(ad + Bv) + Bd(a® — pu3))

Ap(t) =

L
. / F(z,t)exp(—az)((o + af) sin pnx — Bpin cos pnz) dz, n=1,2,...
0
Ly > 0 10st
(ay + a(ad + Bv) + Bé(a® + p?)) sin pL + (b — By)pcos pL = 0;

Falls « =y = 0, so ist auch Ao = 0 ein Eigenwert,.

L t
ap(t) = #ﬁ%/{) (exp(—bt)f(ﬁ) +/0 exp(—b(t — T))F(E,T) d7'> exp(—2af) d¢.

(8.3-4)
Fiir a =0 ist der Grenzwert a — 0 zu nehmen.
Wie bei der gewohnlichen Warmeleitungsgleichung werden wir die die Falle f # 0, F = 0 und

f =0, F # 0 unterscheiden. Wegen der Linearitdt des gestellten Problems ergibt sich der Gesamt-
fehler als Summe der beiden Einzelfehler. Zuerst der Fall f#0, F =0

o0 2
lu—Sn|” = Z cen(f) exp(—(unk + a’k + b)t) o (x)

n=N+1

< Z A\, Z 2012k + ok btM CBS-Ungl

>~ C ||¢n||2p exp( (:un +a + ))A ||¢ ||2 9 ( ng )
n=N+1 n=N+1 nityniiz,p

< exp(—=2(p 1k + a’k + b)to) Z A€ (f) 16nll3, Z ™ “¢ “ falls t > to.

n=N-+1 n=N+1 n 2p

Letzten Ausdruck haben wir in Kapitel 8.2 diskutiert. Es ergibt sich
2 2 2 2L,
lu— Sn|” < exp(=2(px 41k + @’k + b)ty) max(1,exp(2aL)) — Y'(N +9)

L N
~ ( [ 1@ exp(-2ay o + 71 = 306+ 42)0) ||¢n||§,p) .

n=1

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 8.2 folgt

0 vgl.: Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, p64ff.
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Satz 8.11.

Ist f € C[0,L] fo f(z) exp(—2az)dr < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen,
F=0,so erfu]lt die Reihe fiir u aus Satz 8.10 fiir x € [0,L], t > to die Fehlerabschédtzung

L
) = Sw(a )| < 2 (7 [ £2(0) exp(=2a) do + ZHIS
N 2 2 1/2]
2., 2 > a2 2, (@0 —By)(ay+a(ad + By) + B6(a® —pz))\ o
= _(@* +u) ((a+aﬂ) + B2 + CEYDEERT )cn(f))

exp(—(u?w_lk +a%k + b)tg) max(l, exp(aL)) Y (N + 9).

n=1

(8.3-5)
wobei Sy (x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist H[f] durch
0, falls =0, 6=0;
vf(L)?exp(—2aL), falls =0, 6=1;
HIf] = : I (3.3-6)
—af(0)?, falls s =1, §=0;

vf(L)?exp(—2aLl) — af(0)?, fallsf=1, &§=1.

und ¥ durch
1, falls ad — By = 0;
9= %, falls ad — By # 0 und B6 = 0; (8.3-7)
0, falls Bdsign(ad — B7v) < 0.
gegeben.

Wir wollen uns nun der Fehlerabschéitzung fiir f = 0 zuwenden. Dazu miissen wir zuerst den

Koeffizienten a,(t) abschitzen
¢ 2
a(t) = </ exp(—(uik + a’k + b)(t — 7)) A, (7) dT)
0
t t
< / exp(—2(uak + a’k + b)(t — 7)) dT/ A2 (1) dr, (CBS-Ungl.)
0 0

1

t
= 1- —2(p2k + a’k + b)t /A2 d
Q(M%k+a2k+b)( e (=2jtak + %k + D)) 0 n(r)dr

1 t
< A? :
< SeErr ey J, Ao

Daraus ergibt sich wegen b > 0

1 T
IO —— fi T]. 3
Q2 () < 2(N%+a2)k/0 2(r)dr,  fiir te[0,T] (8.3-9)

und mit Gleichung (8.2-13) die Fehlerabschitzung

oo

|u - SN|2 = Z an(t)¢n(x)

n=N+1

> nadlol, S 5, (Bsung)

n=N+1 n=N-+1 ¢n||29

2

IN

oo

T 2L
2 2 2 2 <L
n§+1(a + ””)72@% e /0 AL(7) d7 [|6nll3,, max (1, exp(2aL)) —5 ¢ (N +9).

IN
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Der erste Faktor 14t sich durch die Parsevalgleichung fiir « — F(z,t) umformen.

T L T
/ amarlonls, = [ | F2<5m>exp<—2as>dsdr—{ / A;‘;(r)drue;ou%,p}

N T
-3 / A2(7)dr émll3,-
n=1 0

n=N+1

Setzt man die Ergebnisse aus Kapitel 8.2 ein, so erhélt man

Satz 8.12.

Ist F e L2((0,L)x(0,T)), f=0,soerfiillt die Reihe fiir u aus Satz 8.10 fiir z € [0,L], t € [0,T]
die Fehlerabschatzung

(e, )~ S (. 8)] < mf_( // F2(&,7) exp(—2a€) de dr

R /OT</0LF(5’T) xp(~2a) df>2d7}

—i<(a+aﬂ)2+ﬂ2ﬂi (a(S /87)(a7+a(a6+ﬂ7)+/86 a _/J/n >/ A2 dT>
=1

((y + ad)? + 62pu3) L

max(l, exp(aL)) (N +9).

(8.3-9)
wobei Sy (x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Fiir a = 0 ist der Grenzwert a — 0 zu
nehmen. Weiters ist 9 durch

1, falls ad — By = 0;
U=1<q 3, fallsad— 3y +#0und 8§ =0; (8.3-10)
0, falls Bdsign(ad — B7y) < 0.

gegeben.

Der Ausdruck in geschwungenen Klammern tritt nur bei a =y =0 auf!
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x

9. Die Wellengleichung

9.1. Die gewohnliche Wellengleichung mit physikalischen Randbedingungen

Definition 9.1.

Die inhomogene Wellengleichung mit physikalischen Randbedingungen ist definiert durch

Pu  ,0%u

22 ¢ w:F, z€(0,L),t>0, c#0;
u(,0) = f), 2,00 = gla): 01-1)

au(0,t) + ﬂ%(& t) =0, ~yu(L,t)+ 5%([/,75) =0, phys. Rb.

Der Separationsansatz u =T X liefert fiir die homogene Gleichung

TII 2X” 5
T—CT——)\C, A = const.
weshalb X die Schwingungsgleichung

X"+ 2X =0;
phys. Rb.

erfiillt. Wir wenden die partielle Fouriertransformation

1
l16nl?

1 L
A,(t) = W/o F(z,t)p,(z) dx.

L
an(t) / w(er, ) (@) do

auf die Differentialgleichung an und erhalten

n 2 _ .
a, + Apc an = Ayp;

an(o) = Cn(f)7 a;(O) = Cn(g)'

~ 51—



Wellengleichung

wobei ¢,(f), cn(g) die gewohnlichen Fourierkoeffizienten von f bzw. g beziiglich ¢, sind. Als Losung

dieser Gleichung ergibt sich

an(t) = ) cos \/_ct-l- \/_ \/)\_ / sin\/Apc(t — 7)Apn (1) dr. (9.1-2)

und daraus die Losung u = Y an(t)¢n () . Setzt man die berechneten Groen aus Kapitel 1.2 ein, so

erhalt man

Satz 9.1.

Die Lésung der inhomogenen Wellengleichung mit physikalischen Randbedingungen ist gegeben

durch® ©

u(z,t) = {ao(t)} + Z an(t) (a Sin i@ — By cos Nnx);

cn(g)

n

1 t
an(t) = en(f) cos upct + sin et + — / sin ppe(t — 1)An(r)dr, n=1,2,...
HnC Jo

2(y2 + 6%p2)

)= @ ) 7 + R + (0~ 5o~ Bo%)
. /()Lf(x)(asin,unx — Bun cos ppz) dz, n=1,2,...
en(g) = 2(v* + %)
(@® + B2uz)(v? + 02uq) L + (ad — By) (e — Bopy,)
. /OLg(x)(a Sin pn® — B cos ) dv, n=1,2,... (9.1-3)
Ay () = 2(v* + %)
(@® + B2uz)(v? + 02pq) L + (ad — By) (e — Bopy,)
. /LF(x,t) (avsin pun® — Bpn cos ppz) dv, n=1,2,...
tn > 0 10st 0

(y + Bop?) sin puL + (a6 — By)pcos L = 0;
Falls @ =y = 0, so ist auch 0 ein Eigenwert.

wt =1 [ (1@ +t©+ [(-rrenr) e

Bei der Fehlerabschitzung unterscheiden wir die Félle f # 0, g # 0 und F # 0. Wegen der
Linearitat erhalten wir den Gesamtfehler als Summe der Einzelfehler. Als erstes betrachten wir den
Fall f #0.

0 2
|U_SN|2 = Z cn(f) cos ppct gn ()
n=N+1
3 2 9n ()
< Z A2 () [|dnl] Z cos? pipct —2—— N > (CBS-Ungl.)
W e 6l

L
< </0 f?(x)de + H[f Zu ||¢n||2> Y'(N +49), nach Kap. 4.3

Mit Kapitel 1.2 ergibt sich

0 vgl.: Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, p85ff.
0 Vladimirov, V. S. et Coll.: Recueil de Problemes d’E‘quations de Physique Mathématique, chap. VI §20 1. p226f.
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Satz 9.2.

Ist f €C[0,L] fo f?(z)dx < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, g, F =0, so
erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 9.1 fiir « € [0,L], t > 0 die Fehlerabschitzung

e-sxte) < 2(2 [ @ ar+ Za

- 2( 2 s o (ad — By)(ay — Bou2)\ , 1/2 (9.1-4)
_;%<a o (v2 4+ 62p2)L >Cn(f)> ¢'(N +9).
wobei Sy (x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist H|[f] durch
0 falls 3 =0, §=0;
H[f] = zJ;(Jf()oz),?, Zﬁz g i (1) g i (1) (9.1-5)

vf(L)? — af(0)?, fallsp=1, &6=1.

und ¢ durch
1, falls ad — By = 0;
Y= %, falls ad — 3y # 0 und (6 = 0; (9.1-6)
0, falls Bdsign(ad — B7y) < 0.
gegeben.

Fiir g #0 erhalten wir

o] 2

1
|U’_SN|2 = Z Cn(g)—SinNnCt¢n(x)
n=N-+1 nC
2 > g L 93 ()
< Z n(9) 10nll Z ¥ sin? pyct IENE (CBS-Ungl.)
n=N+1 n=N+1 Hn

Fiir den ersten Faktor beniitzen wir die Parsevalgleichung fiir ¢ und, wegen \,, = p?2 , fiir den Zweiten
die Gleichung (4.3-2). Es ergibt sich

L
u=sv < 5 ([ ) o~ {alonl?} - Zc @) 60l 25 0/ +0).

und weiters mit Kapitel 1.2

Satz 9.3.

Ist g € L2(0,L), f,F =0, so erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 9.1 fiir x € [0,L], t > 0 die
Fehlerabschétzung

st (2 vn (B[ wre

N _ _ 9 1/2
D R R L) IV

(9.1-7)

n=1
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wobei Sn(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir v und ¥ durch

1, falls ad — vy =0;
v=1< %, fallsad — By # 0 und 3§ = 0; (9.1-8)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

gegeben ist.

Nun fehlt nur noch die Fehlerabschétzung fiir F' # 0. Dazu miissen wir zuerst den Koeffizienten

an(t) abschétzen

2
az(t) = % </0t sin ppe(t — 7)Ap (1) d7'>
1

T e’
1

t
T (et — sin pupct cos ppct) / A2 () dr.
n 0

t t
/ sin? pipc(t — 1) dT/ A2 (7)dr, (CBS-Ungl.)
0 0

Hilfsatz 9.1.

Fiir x > 0 gilt die Abschétzung

0<zxz-—sinzcosz < Cu;

(9.1-9)
C =1217233 ...

1
C=14 —— wobei y € [m,37/2] die Gl. y = tany eindeutig 16st. (9.1-10)

V=l

Fiir dieses y gilt sogar die Geichheit.

Um die Behauptung zu zeigen betrachten wir die Funktion

T —sinTcosx sin 22
- = ]_ —
Wegen |sinz| < |z| folgt
sin 22
2z | T

Es ist daher Ve € R f(z) >0, d.h.: Vo >0 gilt x —sinzcosz > 0.

Fir € [0,7/2] ist sin2z > 0 und somit f(z) <1, bei z = 2.2 ist f(r) = 1.216... und fiir
x > 3m/4 gilt

in?2 1 P
ST 1+ — <14 2 <1213

fl)=1- 2z 2 — 3r

Zusammen ergibt das, da f sein absolutes Maximum im Inneren des Intervalles [7/2,37 /4] annimmt,

weshalb wir das Maximum durch Differenzieren und Nullsetzen bestimmen konnen. Es ergibt sich

T 371').

27 = tan 2z, e(—,—
X an zxr X 2 4
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Da die Tangensfunktion im gegebenen Intervall streng monoton von 0 auf oo steigt, hat diese Gleichung

genau eine Losung, ndmlich T = 2.246... . Setzt man y = 27, so erhilt man mit Hilfe der Beziehung
cos(arctan @) = _71, Y E (z, S—F)
Ve 272
und der y definierenden Gleichung: y = tany die Behauptung
siny 1

C=fz)=1- =1—cosy=1—cos(arctany) =1+

) Wirar
Mit dieser Abschétzung ergibt sich fiir a,(t)
cr "
a’(t) < —/ A2 (1) dr, fiir ¢t € [0,T];
0

T ppe’
C = 0.608616...

(9.1-11)

Damit 14t sich nun eine Fehlerabschétzung fiir u bestimmen.

oo

S an(t)on()

n=N+1

ST Ml (0) 16al Z . TP’ (CBS-Ungl.)

n=N+1 n=N+1

2
|u - SN|2

IN

oo

cr (T 2L,
> 6—2/0 AL () dr[|6nl]* —5 (N +0).

n=N+1

IN

Den ersten Faktor formen wir mit der Parsevalgleichung fiir = — F(x,t) um.

T oL T N T
/ﬁ MWFAAmew=ﬁA%mﬂ~ZAﬁmmmm
n=1

Nach Kapitel 1.2 erhalten wir

n= N+1

Satz 9.4.

Ist F e L*((0,L) x (0,T)), f,g =0, so erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 9.1 fir « € [0,L],
t €[0,T] und C =0.780138 ... die Fehlerabschitzung

lu(z,t)—Sn(z,t)| < CL‘/_( // F2(¢,T dgdr—{ﬁ/ (/ F(¢ T dg) dr}

_Z<a2+52ui (a0 — By)(ay — ﬂé“ﬂ)/ A2(r dT> " V(N 1 0).

(v2 4+ 6%u)L

(9.1-12)

wobei Sn(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist 9 durch

1, falls ad — vy =0;
v=2< %, fallsad — By # 0 und 3§ = 0; (9.1-13)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

gegeben.
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9.2. Die d’Alembertsche Losung der Wellengleichung

Man rechnet leicht nach, da die Funktion

1 1 [fatet zte(t—T)
u(w, t) = 3 (f(z+ect)+ flz—ct)) + 20/ &) dé + — // ,T) dédr. (9.2-1)
r—c r— ct T
das Problem
2
8—U—C2@:F, € (0,L), t > 0;
ou '

erfiillt. Mit der Transformation

& =x+ct; n=uax—ct. (9.2-3)

lit sich u leicht, und zwar in eindeutiger Weise, bestimmen.? © Um eine Losung der Wellengleichung
(9.1-1) zu erhalten miissen noch die Randbedingungen erfiillt werden. Dies erreicht man indem man

die Funktionen f,g,F in geeigneter Weise fortsetzt. °

Definition 9.2.

Wir definieren fiir eine Funktion f , die auf dem Intervall [0, L] gegeben sein soll, f durch

flz) =

. { f(x), fallsxe[0,L]; (9.2-4)

Soo(x), sonst.
wobei S, die Fourierreihe von f ist.

Satz 9.5.

Die Losung der Schwingungsgleichung (9.1-1) ist gegeben durch

R xr+ct z+ct 7'
(f(a:+ct)+f(a:—ct))+2l/7t g(&) d£+—// F(¢,7)dedr. (9.2-5)

L\')I»—l

u(z,t) =

In obigem Satz ist natiirlich F' als Funktion von 2 fortzusetzen. Aus der Definition von f kann
man unmittelbar ablesen wie f, bei gegebenen Randbedingungen, fortzusetzen ist. Bei ¢(0) =0 mu
f bei 0 ungerade und bei ¢'(0) = 0 mu f bei 0 gerade fortgesetzt werden, da dies auch fur die

Fourierreihe von u gilt. Analog erhilt man die Fortsetzungseigenschaften bei L .°

0 Vladimirov, V. S. et Coll.: Recueil de Problémes d’Equations de Physique Mathématique, chap. IV §12. 2. pl27.
0 vgl.: Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. I 5. p24ff.

0 Sobolev, S. L.: Partial Differential Equations of Mathematical Physics, Lect. 4 §3. p51ff.

0 siehe auch: Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. T 2. p8ff. und 4. p21ff.
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9.3. Die gedampfte Wellengleichung mit physikalischen Randbedingungen

Definition 9.3.

Die inhomogene, geddmpfte Wellengleichung mit physikalischen Randbedingungen ist definiert durch

0%u ou 282u 50U
W-'_ T 82-|-2aca—-|-bu—F z€(0,L),t>0, c¢#0,b,d>0,abel
ou

u(a:,()) :f(x)v ot (CL’ 0) ( );
au(0,t) + B%(Q t)=0, ~u(L,t)+ 5%(1)7 t) =0, phys. Rb.
{ a+a <0, falls (ad— Bv)8 #0;

zusétzlich gelte
a+vy >0, falls(ad—pv)d#0.

Als Spezialfille ergeben sich hier die Gleichungen °

?;2 Zd%— %+bu—F ze(0,L),t>0, c¢#0,bd>0;
‘Z; 2d%—2%+2ac%zﬂ r€(0,L),t>0, c#0,d>0,a bel
382; CZ%-FQQC%-FI)U— x€(0,L),t>0, ¢#0,b>0,abel

f—é‘md% 22212‘—12 € (0,L),t>0, c#0,d>0;
f;—tz‘ 222Z+bu— € (0,L),t>0, c¢#0,b>0;

a;—tg 222Z+2a gz:F, z€(0,L),t>0, c#0,abel

%—62%:F7 z€(0,L),t>0, c#0.

Mit dem Separationsansatz u = TX erhalten wir fiir die homogene Gleichung

TII TI XII XI
T + 2d— +b=c (7 — 2ay> = -\, A = const.

Es mu X die geddmpfte Schwingungsgleichung

X" —2aX + XX =0;
phys. Rb.

erfiillen, die wir in Kapitel 8.2 diskutiert haben. Mit der partiellen Fouriertransformation

L
an(t) = / w(zr, ) () exp(—2az) d;

16nll3,, Jo
1 L
An(t) = m/o F(x,t)on(x) exp(—2ax) dz.

(9.3-1)

(9.3-2)

0 siehe auch Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, allg. Fall: p103ff., a = 0: p96,
b =0: p93ff. und pl01ff., d = 0: p99f., @« = b = 0: p88f. und p92f., a = d = 0: p8ff., b = d = 0: p91f. und p97f.,

a=0b=d=0: p85ff.

— 57 —



gedampfte Wellengleichung

erhalten wir

al! 4+ 2dal, + (Apc® + b)an, = Ap;
an(0) = cn(f), aln(o) = cn(9)-

wobei ¢, (f), cn(g) die Fourierkoeffizienten von f bzw. g beziiglich ¢, sind. Als Losung dieser

Gleichung erhalten wir

an(t) = cn(f)Rn(t) + (den(f) + cnl9))Sn(t) + /0 Sn(t = 7)An(T) dr. (9.3-3)

wobei
coshv/d? — b — \,c2t, falls A\ c® +b < d?;
R, (t) = exp(—dt)< 1, falls A\,c® +b = d%; (9.3-4)
cos VA2 +b—d%t, falls \p,c® +b > d2.

sinh Vd? — b — \,,c%t

VE—b—.

Sn(t) = exp(—dt)] t, falls A\, c? + b = d?; (9.3-5)
sin vV, +b— &%t

Vi +b—dz

gesetzt wurde. Setzt man in die Losung u = > ap(t)¢,(x) die in Kapitel 8.2 berechneten Groen ein,

falls A\, + b < d?;

falls A\, c® +b > d>.

so erhalt man

Satz 9.6.

Die Lésung der inhomogenen, gedampften Wellengleichung mit physikalischen Randbedingungen ist
gegeben durch®

u(z,t) = {ao(t)} + Z an(t) exp(az) ((o + af) sin pp® — Bl COS iy T);

n=1

an(t):cn(f)Rn(t)+(dcn(f)+cn(g))Sn(t)+/0 Sn(t— )AL (F)dr, n=1,2,. ..

cosh\/d? —b—a?c® — p2c®t, falls p2c® +a?c® + b < d?;
R, (t) = exp(—dt)¢ 1, falls p2c? + a*c® + b = d%;
cos\/p2c +a2c? +b—d?t, falls p2c? +a®c® +b > d2.
sinh \/d? — b — a?c® — p2ct

V& —b—ac — p2c?
Sn(t) = exp(—dt){ t, falls p2c® + a’c®> + b = d?;
sin\/p2c2 + a2c? + b — d?t

VIR + a2 +b— d?

2((y +ad)® +8%u7)

((a+ap)? + B2u3) (v + ad)® + 0213 ) L + (ab — By)(ay + alad + B7) + B6(a® — p7))

falls p2c® + ac®> + b < d?;

,  falls p2c? +a?c? +b > d2.

en(f) =

I
. / f(z) exp(—ax) ((a + ap) sin pn@ — Bpn cos ppz) dv, n=1,2,...
0

0 vgl.: Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, p103ff.
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en(g) = 2((y + ad)® + 8%u)
! ((a+af)? + 5213) (v + ad)? + 23 ) L + (ad = By)(ay + alad + ) + fo(a® — 1))
L

g(z) exp(—az) ((a + aB) sin pp® — Bpn €08 ppz) duv, n=1,2,...
0

2((y + ad)® 4+ 0°p2)
((a+aP)? + B2u2) (v + ad)? + 02u2) L + (ad — By)(ay + a(ad + ) + B0(a® — )

Ap(t) =

L
: / F(z,t) exp(—az) (o + aB) sin pnx — B cos pp) dv, n=1,2,...
0
Ly > 0 16st
(a7 +a(ad + Bvy) + B (a® + p?)) sin pL + (ad — By)pcos uL = 0;

Falls @ = v =0, so ist auch Ao = 0 ein Eigenwert,.

L
tolt) = #(_“) / ((Ro<t> T dSe(t)) £(6)

T So(t)g / Solt = T)P(E, >df> exp(—2a€) d.

(9.3-6)

Fiir a =0 ist der Grenzwert a — 0 zu nehmen.

Um die Fehlerabschétzung fiir f # 0 angeben zu kénnen miissen wir zuerst folgende zwei Hilfssétze

beweisen
Hilfsatz 9.2.
Fiir die Funktion g(z) = exp(—mz)(1+ ), x>0 gilt g(z) €[0,1].

Esist g(0) =1, ¢'(z) = exp(—72)(1 — 7 —7x) <0 und lim,_, g(x) = 0, woraus die Behauptung
folgt.

Hilfsatz 9.3.

Ist N € N die kleinste Zahl, soda p3.c* + a*c> +b—d® > 0 ist, so gilt

YneN, n>Nund Vt>0: |Rn(t) +dSn(t)] < 1. (9.3-7)

Es gilt mit w = /p2c® + a2 +b— d2

f(t) := Ry (t) + dSy(t) = exp(—dt)(cos wt + gsin wt).

und damit

2, 2
i) = _wird exp(—dt) sin wt.
w

Es folgt fiir ¢t € [0,7/w] f(0) =1, f'(t) <0 und f(r/w) = —exp(—dr/w) > —1, also zusammen
If(t)] <1 fiir ¢ €[0,7/w].

Ist nun ¢ > w/w, so haben wir aufgrund der Dreiecksungleichung

o) (1),
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und mit Hilfsatz 9.2 folgt die Behauptung.

Fir den Fehler erhalten wir

[e’e) 2
lu—SnI>={ D calf)(Rnlt) + dSn(t)) én(x)
n=N+1
- > ()
< Z Ancn(F)l6nll3, D (Balt) +dSn() 52— (CBS-Ungl)
n=N+1 n=N+1 ””¢””2,p
< Z Ao () 116nll5., Z Mol @) , nach Hilfsatz 9.3.

n=N+41 n=N+41 ¢n||29

Mit den Ergebnissen aus 8.2 erhalten wir

N
2L
lu—Sn|? < (/ f?(z) exp(—2az) de+H[f Z a®+p2)en () llonlls p> max (1, exp(QaL)) P (N+9)
n=1

Satz 9.7.

Ist f € C[0,L] fo f(z) exp(—2az) dr < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen,
g,F =0, Ny so gro, da uNoc +a%c® +b—d? >0 gilt, so erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 9.6 fiir
€[0,L] und VN > Ny die Fehlerabschétzung

L
[u(e) — S ()] <~ max(1, exp(aL)) V(N 1 ) (% | 1@ exp(-2a0) s + 3 11

N 1/2
_ 2, 2 5 | a2 2, (a6 =BY)(ay +a(ad + By) + Bd(a® —pp))\ »
n;(a + 1) ((a+aﬂ) + 8% i + CERT I N7 cn(f)
(9.3-8)
wobei Sy(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist H[f] durch
0, falls 5 =0, d=0;
L)? exp(—2aL), falls =0, &=1;
HIf] = vf(L) zxp( alL) alls 3 (0.3-9)
—af(0)?, falls 8 =1, =0;

vf(L)?exp(—2aL) — af(0)?, falls3=1, §=1.

und ¥ durch
1, falls ad — vy =0;
9= %, falls ad — By # 0 und 6 = 0; (9.3-10)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.
gegeben.

Auch fiir die Fehlerabschétzung bei g # 0 benétigen wir eine Hilfsiiberlegung, ndmlich
Hilfsatz 9.4.
Ist N € N die kleinste Zahl, soda u3%;c*> + a®c®> +b—d* > 0 ist, so gilt

YneN,n>Nund V¢t >0: |Sa(t)] < L . (9.3-11)
uie? +a%c®+b
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Wir setzen analog zu Hilfsatz 9.3 w = \/u2¢? + a2c® + b — d? und

sin wt

F(t) 1= Su(t) = exp(—dt) ==

Wegen f(0) =0 und lim;, f(t) =0 wird f genau dann extremal, wenn f'(tepr) = 0. Es ist
d
f'(t) = exp(—dt)(coswt — — sinwt).
w

Nach Hilfsatz 1.1 ist f'(tez:) = 0 genau dann wenn

. n w . —d
st = (- —mmesyund - coswle = (21)" ey

gilt. Wir erhalten so fir f(te;:)

f(text) = exp(_dtext) (—1)n+ w/\/m

w
und somit
1
|f(tezt)| = eXP(—dtezt)m- O
Damit werden wir nun die Fehlerabschitzung berechnen.
00 2
|U’_ SN|2 = Z cn(g)sn(t) ¢n(x)
n=N+1
— 2 2 — 2 ¢%(x)
< Y al@ligalz, Yo Sat)tm—,  (CBS-Ungl)
e N ¢nll3,,

Der erste Faktor ergibt mit Hilfe der Parsevalgleichung fiir ¢

L N
/0 g*(x) exp(=2az) dz — {c3(9) |l%oll3,,} = Y i (9) 6nll2,-
n=1

und fiir den zweiten Faktor ergibt sich nach Hilfsatz 9.4

S A - 1 & (x)
S2 ()il — "
n:zN:H " leall3, n:%;l p2e + a2 +b (|63,
— 1 ¢n()
< — 2" p>0und A\, =a®+ 2
n:%;l e Anllonll® "

< 1 max (1, exp(2aL)) % Y (N +9), nach (8.2-13).
T

Satz 9.8.

Ist g€ L2(0,L), f,F =0, No sogro, soda p3,c*+a*c* +b—d* >0 gilt, so erfiillt die Reihe fiir
u aus Satz 9.6 fiir x € [0,L] und VN > Ny die Fehlerabschétzung

L
|u(x7t) - SN(x7t)| < %max(Lexp(aL))\/W(N + ) <%/0 g*(x) exp(—2ax) dx

B { = expzt(iQaL))L (/oLg (r)exp(=2ar) dm) 2} (0312

N 2 2 1/2
2 s o, (ad = By)(ay +alad + By) + B(a® — pp))\ »
> (e o+ 520+ (( + @b + )L )ei0)
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wobei Sn(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist ¥ durch

, falls ad — gy =0;

1
v=2< %, falls ad — By # 0 und 35 = 0; (9.3-13)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

gegeben.

Es bleibt noch die Fehlerabschiatzung fiir F' # 0 zu behandeln. Fiir den Koeffizienten a,(t) ergibt
sich falls n so gro ist, da w? := p2 +a’>c? +b—d> > 0 ist

t 2
= </ Sp(t —1)An(T) dT)
0
t t
< / SZ(t— 1) dT/ A2 () dr, (CBS-Ungl.)
0 0
1 t t
== / exp(—2d(t — 7)) sin® w(t — 7) dr/ A2(1)dr
0
1 t
3 exp(—2dr) sin wTdT/ A2 (7)dr, te[0,T].
0

Hilfsatz 9.5.

Fir a >0 gilt

-2 _
/0 exp(—2ax) sin® bz dx = @) (9.3-14)
Es ist
9] ) 1
/ exp(—2azx) sin® bx dx = / exp(—2am)§ (1 — cos 2ba:) dx
0 0

1 1 o
- — _ = —a—i
3 Re/0 exp(—2(a — ib)z) da
R S
4a e4(a —ib)  4a(a®+02) Y

Bei d > 0 konnen wir obigen Hilfsatz anwenden und erhalten

1t .y 1 > .y 1
W/o exp(—QdT) sin® wr dr < W/o exp(—2d7') sin® wr dr = M2 + 22 1)

Ist hingegen d =0, so ergibt sich mit Hilfsatz 9.1 und C' = 1.217233...

o[t 1wt — sinwt cos wt
— [ sin®wrdr =— -
w? J, w 2w

Ct

- 2uw?

cT
< mareayy €107 und C=0608616. .

Zusammen ergibt das fir a,(t)

1
Ca,r . — falls d > 0;
2 2 _ ’ )
an(t) < 22 1 202 +b/ An( mit  Car = { 4d
Hin CT, C =0.608616..., fallsd=0.
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Fiir die Fehlerabschitzung ergibt sich wie gewohnt

o] 2
|u_SN|2 = Z an(t)on(z)
n=N+1
< io: ([I/ZC2 + a2c2 + b)ai(t) ||¢n||§7p io: 2 2 12 2 b : ¢%(x2) ) (CBS—Ungl)
n=N+1 n=N+1 Hn€ +ac” + ||¢n||27p
2 1 ¢2( ) 2 2
n=N+1 =N+1 n 2p
Cd T 2 2L /
< 2L Z A 7)dr ||¢nll3 , max(1, exp(QaL)) ' (N +9).

n=N+1

Mit der Parsevalgleichung fiir @ — F'(x,t) kénnen wir den ersten Faktor umformen.

T L T
/ amyarlonls, = [ | F2<5m>exp<—2as>dsdr—{ / A;‘;(r)drue;ou%,p}

N T
-3 / A2(r) dr 16wl
n=1 0

n=N+1

Setzt man die Ergebnisse aus Kapitel 8.2 ein, so erh&lt man folgenden Satz

Satz 9.9.

Ist Fel2((0,L)x(0,T)), f,g=0, No so gro, soda p3,c*+a’c> +b—d> >0 gilt, so erfiillt die
Reihe fiir u aus Satz 9.6 fiir x € [0,L], t € [0,T] und YN > N, die Fehlerabschétzung

|u(x,t)—SN(a:,t)| CdTL( // 7) exp(—2a&) d€ dr

A== (/ Fie )eXp(‘Q"f)d5>2dT}

N
_ o+ aB)? 2 o, (@6 = By)(ay +alad + By) + fo(a® — p2) 2 -
,;(( B (T ad)? + Pa2)L )/ A d)

max(l, exp(aL)) (N +9).

(9.3-15)
wobei Sn(x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Die Konstante Cy4 1 ist durch
CVT, C=0.780138..., fallsd=0;
Car = 1 (9.3-16)

—_— falls d > 0.
2V/d

gegeben. Fiir a =0 ist der Grenzwert a — 0 zu nehmen. Weiters ist ¥ durch

1, falls @d — By = 0;
v=1< %, fallsad — By # 0 und 3§ = 0; (9.3-17)
0, falls Bdsign(ad — Bv) < 0.

gegeben.

Zu beachten ist noch, da der Ausdruck in geschwungenen Klammern nur bei o =+ = 0 auftritt!
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9.4. Verbesserung der Losung fiir a = 0

Fiir die gewohnliche Wellengleichung haben wir zwei Losungsdarstellungen, ndmlich die Darstellung

als Fourierreihe aus Kapitel 9.1 und die d’Alembertsche Losung. Es ist also

1,4 1 [otet z+e(t—1)
—(f(x+ct)+f(x—ct)) / d£+—// ,T)dédT
2 20 z—ct z—c(t— T)
t
=<c(f)+ec (g)t—l—/ (t—7)A (T)dT}
{ ’ ’ 0 ° (9.4-1)
+ Z (cn( COS fipct + M(g) sin pu, ct + — / sin ppe(t — 1) Ap (1 )d7->
n=1 n€
. (a sin pp® — By cOS ,una:) .
Weiters haben wir fiir R, und S,, die asymptotischen Darstellungen
R, (t) ~ exp(—dt) cos pnct, Sp(t) ~ exp(—dt)M. (9.4-2)

HnC

Damit 14t sich die Losung aus Satz 9.1 umformen, indem wir das exp(—dt)-fache der d’Alembertschen

Losung herausheben.

Satz 9.10.

Die Lésung der geddmpften Wellengleichung mit a = 0 ist gegeben durch

u(z,t) = exp(— )( (f(a: +ct) + flx— ct)) + 2ic /:er &) dé + — / /:ert i )dfdr)

ct c(t—T)

+ {Co(f)(Ro(t) + dSo(t) — exp(—dt)) + co(g) (So(t) — texp(—dt))
+ /0 (So(t —7)—(t—71) exp(—dt))An(T) dT}

" Z ( )+ d8,(8) = exp(=t) os nct) + ¢4(9) (S0 (6) = exp(—a) 2

(9.4-3)

+ /Ot (Sn(t — 1) — exp(—dt)

Alle auftretenden Gréen sind wie in Satz 9.6 mit a = 0 definiert.

Wegen der asymptotischen Darstellungen fiir R, und S, ergeben sich hier wesentlich bessere

Fehlerabschiitzungen °

0 siche Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. IV 26. p112ff.
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x

10. Die Laplacegleichung

10.1. Die Laplacegleichung im Rechteck

Definition 10.1.

Es sei G ein Gebiet das von einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve C umrandet wird, so

definiert man die Laplacegleichung durch

2u 0
8—Z+8—Z:Fv (a:,y)EG,
v y (10.1-1)

u—l—h%(%y) = f(z,y), (z,y) € C, und h > 0.

Ahnliche Probleme werden in Carslaw® behandelt. Um dieses Problem im Rechteck zu 16sen geniigt

es folgendes Problem zu behandeln

Definition 10.2.

Wir betrachten die inhomogene Laplacegleichung:

v 0%u
@4_8—1;2:}7’ xe(ovL)vye(OvM);
dy dy
ou ou

Beachte, diese Randbedingungen entsprechen physikalischen Randbedingungen im Sinne der Defini-

tion 1.2. Der Separationsansatz u = XY liefert fiir die homogene Gleichung

Xll YII

e % -, A = const.

0 Carslaw, H. S., Jaeger J. C.: Conduction of Heat in Solids, chap. V p162ff.
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Daher erfillt X die Schwingungsgleichung

X"+ AX =0;
phys. Rb.

Da wir in diesem Kapitel nur spezielle physikalische Randbedingungen betrachten, wollen wir hier die
Ergebnisse fiir die Eigenfunktionen zusammenstellen. Man erhélt sie unmittelbar aus den Ergebnissen

aus Kapitel 1.2 durch Einsetzen der entsprechenden Koeffizienten der Randbedingungen.

On(x) = 8in ppx + hpin cOS funT;
pn >0 16st (1 — h?p?) sin pL 4 2hp cos pL = 0;

A = 2, 0 ist kein Eigenwert; (10.1-3)

L &2 (x) 2
2 _ 2 2\ L n 2
16nll* = (L+h%pn) 5+ und B ST

Wir wenden nun die die partielle Fouriertransformation
1 L
anlw) = o [ ule)ou(n)do
llénll® Jo
1 L
Aul) = s [ Fle)ona)da
llénll® Jo

auf die Differentialgleichung an und erhalten

II

a,, /J’n n—Anv
an(0) — hal,(0) = 0;
(M + ha, ( )—Cn(f)

wobei ¢, (f) der gewdhnliche Fourierkoeffizient von f beziiglich ¢,, ist. Die Greensche Funktion dieser

Differentialgleichung lautet ©

-1 { (sinh fny + hpen cosh piny) (sinh pon, (M — 1) + bty cosh pn, (M — 1)),y <n;
taW L (sinh gy n + hitn cosh ) (sinh pn (M — y) + bty cosh pn (M —y)), n<y. (10-4)
mit W = (14 h*u2) sinh p,, M + 2k, cosh p, M

G(yv 71) =

und daraus

; M
an(y) = C"(f)(smh”"yvi; iin cOh finy) +/0 G(y,n)An(n) dn. (10.1-5)

Damit erhalten wir fiir die Losung u = > ay,(y)on ()

0 siehe z.B.: Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, p26f.
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Satz 10.1.

Die Losung der inhomogenen Laplacegleichung aus Definition 10.2 ist gegeben durch®

oo

u(x,y) = Z an(y) (Sin fin T + hptn, €OS pn);
n=1

1 , M
an(y) = 37¢n(f) (sinh iny + hyin cosh piny) +/ Gly,mAn(n)dn, n=12...
0
Gly.n) -1 { (sinh fny + hpt, cosh puny) (sinh g, (M — 1) + bty cosh pn (M — 1)),y < n;
ysn) = . .
tnW U (sinh gy + hpty cosh pyn) (sinh g, (M — y) + hp, cosh p, (M —y)), 1 <y.

W = (1+ h?u) sinh pu, M + 2k, cosh p, M;

2 L :
Cn(f)_(1+h2u%)l)+2h/0 f(x)(sm,una:+h,uncos,unx)da:, n=12,...

2 L .
An(y) = (1+h2u%)L+2h/0 F(z,y)(sin pn® + bty cos pnz) de, n=1,2,...

fn > 0 16st

(1 — h?p?) sin pL + 2hpcos pL = 0.

(10.1-6)
Um die Fehlerabschitzungen angeben zu kénnen, beweisen wir folgenden Hilfsatz
Hilfsatz 10.1.
Fiir die Funktion
sinh M a + hx cosh Mz
= 0, h > 0. 10.1-7
f@) (1 + h222)sinh Mx + 2hx cosh Mz’ r=0h = ( )

gilt: f(x) =1 falls h =0 und falls h # 0, so ist f auf dem Intervall (0,00) von Aﬂsziz <1

monoton auf 0 fallend.

Der Fall A =0 ist trivial. Bei h > 0 erhélt man mit der Regel von I’Hospital

£(0) = lim sinh Mx + hx cosh Mz
=0 (1 4+ h222)sinh Mz + 2ha cosh Mz
~ lim M cosh Ma + hcosh Mx + Mhz sinh Mz
z—0 2h%z sinh Mz + M (1 + h222) cosh Mz + 2h cosh Mz + 2M hx sinh Mx
_ M+h
- M +2h

und weiters

lim f(z)= lim tanh Mz /x + h .
200 "~ oo (1/x + h2x) tanh M +2h

Um die Monotonie zu zeigen betrachten wir die Darstellung f(x) = g(x)/h(x) mit

g(z) = tanh Mz + hx;
h(z) = (14 h*z?) tanh M + 2ha.

0 vgl.: Butkovskiy, A. G.: Green’s Functions and Transfer Functions Handbook, p131.
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Fiir sie gilt

M
"(#) = ————+h>0;
g (@ cosh® Mz
14+ h22%)M
B (z) = A+ ma)M + 2h%z tanh Mz + 2h > ¢'(x) > 0.

cosh? Mz

Ist nun p < wv,sogilt g(v) =g(u)+ec, ¢>0 und h(v) =h(p)+d, d>0. Wegen h'(z) > ¢'(z) gilt
zusitzlich d > ¢. Aus h(0) = g(0) =0 und h'(x) > ¢'(x) folgt weiters 0 < g(x) < h(z), falls >0

ist. Daraus erhalten wir

g(u)h(p) + ch(p) < g(p)h(p) + dg(p).

und nach Division durch h(u)(h(u) + d)

Wir haben also auch die Monotonie gezeigt.

Mit Hilfe obigen Hilfsatzes berechnen wir nun eine Fehlerabschétzung fiir f #0, F=0.

o0

sinh pny + Ay, cosh gy
u=SnlP=1] > enlf) T On(2)
n=N+1
— 2. (sinh gy + hjin cosh pny)? &2
< S ) ol S S b sy On8) g g
n=N+1 n=N+1 w )\’n||¢n||

Es ist nach Hilfsatz 10.1

sinh pny + Ay, cosh ppy < sinh g, M + hpiy, cosh p, M

W = W = f(pn) < f(png1) =: C(N +1).

und daher

o~ (sinh gy, ncosh iny)® 4 2 2L
2 W Rallénl 2 NP S

Den ersten Faktor schétzen wir wie gewohnt ab.

S () 6l < /f’2 ) de + H[f] - Zu 1) léulP.
n=N-+1
Satz 10.2.

Ist feC[0,L] fo f?(z)dx < oo und erfiillt f die wesentlichen Randbedingungen, F = 0, so
erfiillt die Reihe fiir u aus Satz 10.1 fiir x € [0,L] und y € [0, M] die Fehlerabschitzung

L/2 L/ ) N 2h 12
lu(z, £) — S ()| < F<f/o (@) dw+zH[f]—;ui<1+h2“i+f)ci(fo (10.1-8)

C(N + 1) /' (N + 9).
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wobei Sy (x,t) die N-te Partialsumme der Reihe fiir u ist. Weiters ist

sinh pn1 M + hyin g1 cosh pn1 M <1 (10.1-9)

C(N+1)= - .
( ) (1+h2,u?v+1)s1nh,u;v+1M+2h,uN+1 coshuny1 M —

sowie H[f] durch

H[f] = { N falls 7 = 0: (10.1-10)
L (f(D)? + £(0)%)/h, falls b > 0. '
und Y durch
1, falls h = 0;
= (10.1-11)
0, falls h > 0.
gegeben.

Die Losung aus Satz 10.1 ist unsymmetrisch in 2 und y, obwohl dies fiir die Differentialgleichung
gilt. Um dies zu erreichen miite man w« in eine Fourierdoppelreihe entwickeln.® Wir haben dies nicht
weiter verfolgt, da solche Reihen wesentlich schlechter konvergieren. Sie werden daher erst bei hoheren
Dimensionen bentitzt. Es lassen sich aber dennoch mit der gleichen Methode Fehlerabschétzungen
angeben, die jetzt aber schlechter konvergieren und groere Regularitat von den zu entwickelnden Funk-

tionen verlangen.

0 siehe: Weinberger, H. F.: A First Course in Partial Differential Equations, chap. VI 31.-35. p141ff.
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